
ADS2 domáćı úkol 1

Testováńı slov

Úkol 1-1: Na vstupu máme zadaných n slov délky k a jedno vzorové slovo
délky k. Rozhodněte, která ze zadaných slov jsou rotaćı vzorového slova, v
lineárńım čase. Tzn. se složitost́ı úměrnou celkové velikosti vstupu,
bez -daľśıch- multiplikativńıch konstant závislých na n a k
Slovo je rotaćı jiného, pokud vznikne cyklickým posunem znak̊u. Např. abcdef
je rotaćı efabcd.

Řešeńı:

Myšlenkou řešeńı je, že pokud slovo je rotaćı vzoru a zřetěźıme ho dvakrát za
sebou, někde uprostřed se bude nacházet p̊uvodńı vzor.
Postup řešeńı je takový, že nejprve zkonstruujeme vyhledávaćı automat (dle
KMP) pro hledáńı vzoru. Následně pro každé slovo budeme vyhledávat projit́ım
slova dvakrát dokola. Pokud vzor najdeme, slovo prohláśıme za rotaci vzoru.
Časová složitost je O(nk), tolik času stráv́ıme na čteńı zdvojených vstupńıch
slov automatem. Pro konstrukci automatu potřebujeme pouze O(k).
Prostorová složitost bude pouze O(k) pomocného prostoru (O(nk) celkem). Po-
mocný prostor potřebujeme O(k) pouze pro automat (a nějakých O(1) ukaza-
tel̊u). Zdvojováńı slov můžeme dělat několika zp̊usoby, buď všechna zdvojit na
začátku (to by vyžadovalo dokonce O(nk) pomocné paměti), nebo vždy máme
pouze aktuálńı slovo zdvojené v paměti (O(k)), nebo automat krmı́me znak po
znaku pouze přečteńım každého slova dvakrát za sebou ze vstupu (O(1), stač́ı
nám pouze nějaké ukazatele a poč́ıtadla).
Korektnost částečně plyne z korektnosti KMP, tedy pokud zdvojené slovo ob-
sahuje vzor (a jen tehdy) ho KMP nalezne. Mějme tedy slovo S, které je rotaźı
vzoru V , tedy V = AB a S = BA pro nějaké podřetězce A a B. Potom
SS = BABA = BV A obsahuje vzor. Naopak, pokud SS = CV D, všimneme
si, že libovolná rotace SS je také zdvojený řetězec. Zvolme libovoně dlouhé
Y tak aby SS = XYXY , rotaćı o |Y | symbol̊u doprava dostaneme Y XY X.
Rotaćı CV D o |D| symbol̊u doprava tedy źıskáme DCV = TT pro T rotaci S,
z čehož plyně, že T = V . T́ım je dokázáno, že S je rotace V .

Řešeńı hešováńım:

Můžeme použ́ıt i myšlenku Rabin-Karpova algoritmu. Buďto úplně stejně jako
v předchoźım řešeńı (tzn. spoč́ıtáme heš vzoru, každé slovo zdvoj́ıme a hledáme
v něm vzor), nebo můžeme v čase O(k) sestrojit heše všech rotaćı vzoru úplně
stejnou taktikou, zdvojeńım. Každé slovo pak stač́ı rovnouzahešovat a porovnat
s možnými hodnotami heše (př́ımo nebo pomoćı nějakého BVS, hešováńı slova
stoj́ıO(k), takže na tom př́ılǐs nesejde). Stač́ı nahlédnout, že když pravděpodobnost
koliźı heše bude nejvýšeO(1/k) (snadno zvládneme i lepš́ı), dostanemeOE(nk/k)
očekávaných koliźı s celkovým časem ošetřeńı OE(k ∗ nk/k) = O(nk). Neza-
pomeňme také na kontrolu skutečných shod heše, ty zaberou také O(nk), ale
muśıme každé slovo opustit při prvńı skutečné shodě.
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Úkol 1-2: Pro text na vstupu délky n najděte v linárńım čase nejdeľśı prefix,
který je palindrom.

Řešeńı:

Mějme vstup S, a označme si hledaný palindrom jako P .
Nejprve provedeme návodné pozorováńı. Pokud sestroj́ıme automat vyhledávaj́ıćı
S, a spust́ıme ho nad senem (libovolným), které obsahuje P , potom v okamžiku
po přečteńı části textu s P bude automat ve stavu odpov́ıdaj́ıćımu délce pre-
fixu S minimálně tak dlouhého jako je |P |. To plyne z vlastnost́ı KMP, jeho
stav muśı vždy odpov́ıdat nejdeľśımu prefixu jehly, který je sufixem doposud
přečteného textu. Pokud tedy P je suffix doposud přečteného textu, stav KMP
muśı odpov́ıdat minimálně stějně dlouhému prefixu S (pozor, obecně může
odpov́ıdat i deľśımu). Dı́ky vlastnosti palindromu totéž plat́ı i pro stejné seno
pokud ho přečteme pozpátku.
Postup̊u jak tohoto principu využ́ıt je několik.
Nejčistš́ı řešeńı je sestrojit automat pro hledáńı S a spustit ho nad obráceným
S−1, délka P pak odpov́ıdá délce aktivńıho prefixu jehly automatu po přečteńı
S−1. Korektnost tohoto postupu plyne z pozorováńı výše, po přečteńı S−1

jsme určitě právě dokončili čteńı P a tedy právě aktivńı prefix jehly obsahuje
minimálně celý P . Stač́ı nahlédnout, že aktuálńı stav neodpov́ıdá nějakému
deľśımu prefixu S. To plyne z toho, že aktivńı prefix jehly je roven suffixu sena,
což je ale převrácený prefix S. Prefix jehly aktivńı na konci čteńı tedy muśı být
sám také palindromický prefix na začátku S (pokud by byl deľśı než P , máme
spor s volbou P ).
Obĺıbený př́ıstup byl zřetězit S s S−1 a odděluj́ıćım speciálńım symbolem x
uprostřed. Pro takto źıskaný řetězec T = SxS−1 se následj́ıćı postup dost
lǐsil. Některá řešeńı se snažila zkonstruovat pouze polovinu automatu na vyh-
ledáváńı T , některá postavila celý a nač́ıtala pouze polovinu T , obě tyto kon-
strukce obykle selhaly na zbytečných komplikaćıch. Dá se nahlédnout, že pokud
postav́ıme automat pro vyhledáváńı T a spust́ıme ho nad T , dosáhneme stejného
efektu jako v předchoźım řešeńı, pouze oklikou.
Budováńım automatu nad T ale můžeme ”rovnou” nahlédnout, že nám stač́ı se
pod́ıvat na zpětnou hranu z posledńıho stavu. Ta totiž vede do stavu představuj́ıćı
nejdeľśı prefix S, který je suffixem SxS−1 (vložeńım symbolu x dokonce pouze
suffixem S−1). Všimněme si, že toto je vlastně ekvivalent́ı prvńımu postupu.
Budováńım automatu pro T nejprve vybudujeme podautomat pro S, a kon-
strukce zpětných hran pro stavy ’za symbolem x’ vlastně odpov́ıdá nač́ıtáńı
S−1 t́ımto podautomatem. Podotkněme, že vložeńı x je pro takový př́ıstup
nutné, např pro S = aabba by T = aabbaabbaa a posledńı zpětná hrana by
vedla na stav aabbaa.
Časová i prostorová složitost ve všech př́ıpadech je O(n). Zkonstruováńı au-
tomatu, použit́ı automatu, prostor na př́ıpadné předzpracováńı slov, i samotný
automat jsou vždy lineárńı v n.
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