Domaéci kol 6:

Navrhnéte upravu néjakého vyhledavaciho stromu tak aby kromé Find, In-
sert a Delete (v O(logn)) umél i ndsledujici operace:

e Median() - vrati medidn vSech hodnot v ¢ase O(1). Medidn na lichém
poctu prvku je definovdn jako prostiedni prvek, na sudém pocétu je to
prumeér prostiednich dvou.

e IntAvg(a,b) - vrati prumér vsech hodnot z intervalu < a,b > v case
O(logn).

Hint: Pro dotazy fungujici v ¢ase O(1) je potieba aktudlni hodnotu "néjak”
prubézné udrzovat. Pro intervalové dotazy v case O(logn) je potieba udrzovat
aktudln{ hodnoty v podstromech podobné jako na cviceni (inspiraci muzete najit
v kapitole 4.5. v Pruvodci).

Piedpokldddme, ze strom ukladd celd ¢isla, fazend dle hodnot (bez klicu).
Chcete-li, muzete si piedstavovat konkrétni typ vyhleddvaciho stromu (AVL,
(a,b), RB, ...). Pro jednoduchost mé&jme hodnoty pouze v listech. Navic se ndm
muze hodit trik ze cviceni, kde si listy propojime do spojového seznamu dle
poradi (a seznam udrzujeme pfi Insert a Delete).

Operace chceme implementovat tak, aby byly presné. Pocitate neumi oper-
ovat s desetinnymi ¢isly (muzete otestovat, ze téméf vzdy 0.8 + 0.2 # 1).

Chceme zachovat slozitost zékladnich operaci.

Popisovat muzete slovné, neni vyzadovan pseudokéd. V feseni popiste zmény
v reprezentaci stromu, implementaci pfislusnych operaci, a zmény v zékladnich
operacich (Find,Insert,Delete), které je tfeba provést. Nezapomerite také na
upravy ve vyvazovani! Stru¢né zduvodnéte casovou slozitost.
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Reseni:

Pozn: Reseni nize je popséno ve velkém detailu. Nekteré ¢sti jsme provadeli
na cvi¢eni nebo jsou k nalezeni v pruvodci, a technicky tedy stacilo se na né
odvolat, napt. udrfovani spojového seznamu, udrzovéani hodnot podstromu a
rozklad na intervalu na podstromy.

ijravy stromu: Vychozi vyhledavaci strom upravime nasledovné. Ulozené
prvky propojime do spojového seznamu (toto nenf nutné, pokud zvolime jinou
implementaci medidnu). Stranou si budeme pamatovat ukazatel(e) na prvky
pro reprezentaci medianu, a v kazdém uzlu si budeme pamatovat pocet prvku
v podstromé daného uzlu, a jejich soucet.

Medidn: Aktualni hodnotu medidnu budeme reprezentovat jako dvojici
ukazatelti na prvky. Ukazatele interpretujeme jako indikujici jediny prostiedni
prvek pokud pocet prvku ve stromé je lichy (ukazatele jsou stejné), nebo in-
dikujici mezeru mezi dvéma prostiednimi prvky (ukazatelé ukazuji na dva po
sobé jdouci prvky). Ekvivalentné lze mit jediny ukazatel a bit indikujici zda
reprezentujeme dany prvek, nebo mezeru za nim. Dotaz na median vyda prumér
hodnot na které ukazatele ukazuji, v konstantnim ¢ase. Pokud ve stromé nej-
sou zadné prvky, median neni definovany. Vysledek je polo-celociselny, a tedy
presné reprezentovatelny.

Udrzovani medidnu: (pro jednoduchost predpokldddme bindrni strom)
Insert modifikujeme tak, aby udrzoval spojovy seznam prvku, t.j. po nalezeni
mista pro zavéseni nového prvku jako listu jeho otec je bud predchiidce nebo
naslednik. Do spojového seznamu tedy muzeme prvek zapojit v konstantnim
case. (Pokud nevkldddme jako list, muzeme najit napf. nejlevétsi list v pravém
podstromé, toto vyhleddvani zvlddneme v rdmci slozitosti Insertu).

Po vlozeni zkontrolujeme, zda vlozeny prvek je vlozen za pozici medidnu.
Pokud ano, pozici medidnu posuneme o polovinu (tzn. z jediného prvku na
nésledujici mezeru, nebo z mezery na nasledujici prvek). Pokud je novy prvek
vlozen pred ukazatele, posouvdme symetricky na druhou stranu. Specidlni
piipady nastanou, kdyz je novy prvek vlozen do mezery reprezentujici median
nebo do prazdného stromu, potom se stavd novym medidnem. Udrzovani po
kazdém Insertu trvéa konstantni cas.

Delete upravime analogicky, s posuny na opa¢nou stranu (smérem k odstranénému
prvku). Navic je tfeba osetfit piipady, kdy byl smazan jeden (nebo oba) z prvka
reprezentujici median. Piipady jsou symetrické k Insertu.

Alternativni implementace: Moznou alternativou je vyuzit ulozené pocty
hodnot v podstromech, a se znalosti celkového poc¢tu prvki po kazdém Insert a
Delete najit prostiedni prvek, resp. prvky. Vyhleddvéni zlvddneme v O(logn),
a tedy nedojde ke zhorSeni casové slozitosti Insert ani Delete. Pokud je pocet
prvka sudy, muzeme najit oba prostiedni prvky, a neni poté potieba spojovy
seznam prvki. V praxi toto feSeni nebude vhodné pokud nés strom jesté neob-
sahuje pocty prvku v podstromech, a zpusobi zbytecné piistupy do paméti.

Intervalovy prumér:

Pro vypocet prumeéru uréime pocet a soucet prvku na zadaném intervalu. K
tomu si interval rozlozime na podintervaly reprezentované podstromy struktury.
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Pro rozklad stac¢i nahlédnout, ze pokud vyhleddvdme a (levy okraj intervalu),
vS8echny prvky ulozené v pravych podstromech cesty z kofene do a jsou vétsi
nez a. Pravymi podstromy myslime podstromy pod ukazateli vedoucimi vice do-
prava nez kam vede cesta z kofene do a. Pro ostrost nerovnosti tady vyuzivame
predpoklad neexistence duplicitnich hodnot ve stromé. Analogicky levé pod-
stromy cesty do b obsahuji pouze prvky mensi nez b. Najdeme tedy vSechny
podstromy, které spliuji obé podminky.

Nejprve najdeme nejnizstho spoleéného predchudce P uzli s hodnotami a a b,
tfeba tak, Zze budeme vyhledavat paralelné a i b a kdyz se rozejdou, vyhledavani
se nachazi v P a ukon¢ime ho. Néasledné pokracujeme ve vyhledavani hodnoty a
z P. Vechny pravé podstromy jsou sou¢dsti intervalu (spliuji obé podminky).
Symetricky provedeme vyhledani b z P. V prubéhu obou vyhleddvani budeme
akumulovat celkovy soucet a pocet prvka v podstromech. Poznamenejme, ze
také musime zahrnout nékteré hodnoty na samotnych cestdch mezi P a uzly kam
doje vyhledavani a a b pokud nepfedpokladame, ze hodnoty jsou pouze v lis-
tech (u vyhleddvéani a zahrnujeme kazdy uzel ze kterého vyhleddvani pokracuje
doleva, a samotny uzel s a, pokud existuje; pro b symetricky). Také musime
zahrnou hodnotu v P. Celkové zahrneme nejvyse O(logn) podstromt a O(logn)
jednotlivych uzli. Vyddme podil akumulovaného souc¢tu a po¢tu prvku.

Pro korektnost 1ze nahlédnout, ze kazdy prvek na intervalu < a,b > musi
lezet napravo od cesty z kofene do a nebo pi{mo na ni (z pozorovani vyse),
pro b symetricky naopak. Navic vSechny takové prvky bytnejvyse v P, protoze
cesty z kotene do a a b se rozejdou na prvnim prvku, ktery padne do intervalu.
Vsechny takové prvky jsou zahrnuty. Poznamenejme, Ze tato pozorovani plati i
v pfipadé, ze hodnota v P je pfimo a nebo b.

Vysledny prumeér se ziska jako jediny podil celych &isel. V piipadé potieby
absolutni presnoti muzeme vydat pfimo soucet a pocet na vystup.

V piipadé, Ze interval neobsahuje zadné prvky, prumér je nedefinovany.

Udrzovani:

Pro udrzovani je tfeba upravit Insert a Delete, véetné vyvazovani, tak, aby
udrzovany soucty a pocCty prvku v podstromech. Pro Insert stac¢i po cesté na
misto vlozeni zvySovat pocet prvki ve vSech projitych uzlech o 1, a soucet o hod-
notu vkladaného prvku. U Delete analogicky odé¢itame. Musime oSetfit pripady,
kdy vkladany prvek je duplicitn{ (a tedy moznd nebude vlozen v zdvislosti na
definici stromu), nebo mazany prvek ve stromé neexistuje. Je tedy vhodné
nejprve provést Insert/Delete a az poté (pokud operace skuteéné probéhne)
upravovat hodnoty projitim nahoru ke kofeni (spoletné s vyvazovaim). Pro
udrzovani hodnot béhem vyvazovani si v§imneme, ze hodnoty v kazdém uzlu
lze v konstantnim ¢ase rekonstruovat z hodnot jeho synu. Kazdd individualni
vyvazovaci operace upravi pouze konstantné mnoho uzla, jejich hodnoty tak
muzeme ze spoda nahoru rekonstruovat také v konstantnim c¢ase. SloZitost
vyvazovani se tak asymptoticky nezvysi.
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