
Domáćı úkol 6:

Navrhněte úpravu nějakého vyhledávaćıho stromu tak aby kromě Find, In-
sert a Delete (v O(log n)) uměl i následuj́ıćı operace:

• Median() - vrát́ı medián všech hodnot v čase O(1). Medián na lichém
počtu prvk̊u je definován jako prostředńı prvek, na sudém počtu je to
pr̊uměr prostředńıch dvou.

• IntAvg(a,b) - vrát́ı pr̊uměr všech hodnot z intervalu < a, b > v čase
O(log n).

Hint: Pro dotazy funguj́ıćı v čase O(1) je potřeba aktuálńı hodnotu ”nějak”
pr̊uběžně udržovat. Pro intervalové dotazy v čase O(log n) je potřeba udržovat
aktuálńı hodnoty v podstromech podobně jako na cvičeńı (inspiraci můžete naj́ıt
v kapitole 4.5. v Pr̊uvodci).

Předpokládáme, že strom ukládá celá č́ısla, řazená dle hodnot (bez kĺıč̊u).
Chcete-li, můžete si představovat konkrétńı typ vyhledávaćıho stromu (AVL,
(a,b), RB, ...). Pro jednoduchost mějme hodnoty pouze v listech. Nav́ıc se nám
může hodit trik ze cvičeńı, kde si listy propoj́ıme do spojového seznamu dle
pořad́ı (a seznam udržujeme při Insert a Delete).

Operace chceme implementovat tak, aby byly přesné. Poč́ıtače neumı́ oper-
ovat s desetinnými č́ısly (můžete otestovat, že téměř vždy 0.8 + 0.2 6= 1).

Chceme zachovat složitost základńıch operaćı.
Popisovat můžete slovně, neńı vyžadován pseudokód. V řešeńı popǐste změny

v reprezentaci stromu, implementaci př́ıslušných operaćı, a změny v základńıch
operaćıch (Find,Insert,Delete), které je třeba provést. Nezapomeňte také na
úpravy ve vyvažováńı! Stručně zd̊uvodněte časovou složitost.
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Řešeńı:

Pozn: Řešeńı ńıže je popsáno ve velkém detailu. Některé části jsme prováděli
na cvičeńı nebo jsou k nalezeńı v pr̊uvodci, a technicky tedy stačilo se na ně
odvolat, např. udrřováńı spojového seznamu, udržováńı hodnot podstromů a
rozklad na intervalu na podstromy.

Úpravy stromu: Výchoźı vyhledávaćı strom uprav́ıme následovně. Uložené
prvky propoj́ıme do spojového seznamu (toto neńı nutné, pokud zvoĺıme jinou
implementaci mediánu). Stranou si budeme pamatovat ukazatel(e) na prvky
pro reprezentaci mediánu, a v každém uzlu si budeme pamatovat počet prvk̊u
v podstromě daného uzlu, a jejich součet.

Medián: Aktuálńı hodnotu mediánu budeme reprezentovat jako dvojici
ukazatel̊u na prvky. Ukazatele interpretujeme jako indikuj́ıćı jediný prostředńı
prvek pokud počet prvk̊u ve stromě je lichý (ukazatele jsou stejné), nebo in-
dikuj́ıćı mezeru mezi dvěma prostředńımi prvky (ukazatelé ukazuj́ı na dva po
sobě jdoućı prvky). Ekvivalentně lze mı́t jediný ukazatel a bit indikuj́ıćı zda
reprezentujeme daný prvek, nebo mezeru za ńım. Dotaz na medián vydá pr̊uměr
hodnot na které ukazatele ukazuj́ı, v konstantńım čase. Pokud ve stromě nej-
sou žádné prvky, medián neńı definovaný. Výsledek je polo-celoč́ıselný, a tedy
přesně reprezentovatelný.

Udržováńı mediánu: (pro jednoduchost předpokládáme binárńı strom)
Insert modifikujeme tak, aby udržoval spojový seznam prvk̊u, t.j. po nalezeńı
mı́sta pro zavěšeńı nového prvku jako listu jeho otec je buď předch̊udce nebo
následńık. Do spojového seznamu tedy můžeme prvek zapojit v konstantńım
čase. (Pokud nevkládáme jako list, můžeme naj́ıt např. nejlevětš́ı list v pravém
podstromě, toto vyhledáváńı zvládneme v rámci složitosti Insertu).

Po vložeńı zkontrolujeme, zda vložený prvek je vložen za pozici mediánu.
Pokud ano, pozici mediánu posuneme o polovinu (tzn. z jediného prvku na
následuj́ıćı mezeru, nebo z mezery na následuj́ıćı prvek). Pokud je nový prvek
vložen před ukazatele, posouváme symetricky na druhou stranu. Speciálńı
př́ıpady nastanou, když je nový prvek vložen do mezery reprezentuj́ıćı medián
nebo do prázdného stromu, potom se stává novým mediánem. Udržováńı po
každém Insertu trvá konstantńı čas.

Delete uprav́ıme analogicky, s posuny na opačnou stranu (směrem k odstraněnému
prvku). Nav́ıc je třeba ošetřit př́ıpady, kdy byl smazán jeden (nebo oba) z prvk̊u
reprezentuj́ıćı medián. Př́ıpady jsou symetrické k Insertu.

Alternativńı implementace: Možnou alternativou je využ́ıt uložené počty
hodnot v podstromech, a se znalost́ı celkového počtu prvk̊u po každém Insert a
Delete naj́ıt prostředńı prvek, resp. prvky. Vyhledáváńı zlvádneme v O(logn),
a tedy nedojde ke zhoršeńı časové složitosti Insert ani Delete. Pokud je počet
prvk̊u sudý, můžeme naj́ıt oba prostředńı prvky, a neńı poté potřeba spojový
seznam prvk̊u. V praxi toto řešeńı nebude vhodné pokud náš strom ještě neob-
sahuje počty prvk̊u v podstromech, a zp̊usob́ı zbytečné př́ıstupy do paměti.

Intervalový pr̊uměr:
Pro výpočet pr̊uměru urč́ıme počet a součet prvk̊u na zadaném intervalu. K

tomu si interval rozlož́ıme na podintervaly reprezentované podstromy struktury.
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Pro rozklad stač́ı nahlédnout, že pokud vyhledáváme a (levý okraj intervalu),
všechny prvky uložené v pravých podstromech cesty z kořene do a jsou větš́ı
než a. Pravými podstromy mysĺıme podstromy pod ukazateli vedoućımi v́ıce do-
prava než kam vede cesta z kořene do a. Pro ostrost nerovnosti tady využ́ıváme
předpoklad neexistence duplicitńıch hodnot ve stromě. Analogicky levé pod-
stromy cesty do b obsahuj́ı pouze prvky menš́ı než b. Najdeme tedy všechny
podstromy, které splňuj́ı obě podmı́nky.

Nejprve najdeme nejnižš́ıho společného předch̊udce P uzl̊u s hodnotami a a b,
třeba tak, že budeme vyhledávat paralelně a i b a když se rozejdou, vyhledáváńı
se nacháźı v P a ukonč́ıme ho. Následně pokračujeme ve vyhledáváńı hodnoty a
z P . Všechny pravé podstromy jsou součást́ı intervalu (splňuj́ı obě podmı́nky).
Symetricky provedeme vyhledáńı b z P . V pr̊uběhu obou vyhledáváńı budeme
akumulovat celkový součet a počet prvk̊u v podstromech. Poznamenejme, že
také muśıme zahrnout některé hodnoty na samotných cestách mezi P a uzly kam
doje vyhledáváńı a a b pokud nepředpokládáme, že hodnoty jsou pouze v lis-
tech (u vyhledáváńı a zahrnujeme každý uzel ze kterého vyhledáváńı pokračuje
doleva, a samotný uzel s a, pokud existuje; pro b symetricky). Také muśıme
zahrnou hodnotu v P . Celkově zahrneme nejvýše O(logn) podstromů a O(logn)
jednotlivých uzl̊u. Vydáme pod́ıl akumulovaného součtu a počtu prvk̊u.

Pro korektnost lze nahlédnout, že každý prvek na intervalu < a, b > muśı
ležet napravo od cesty z kořene do a nebo př́ımo na ńı (z pozorováńı výše),
pro b symetricky naopak. Nav́ıc všechny takové prvky býtnejvýše v P , protože
cesty z kořene do a a b se rozejdou na prvńım prvku, který padne do intervalu.
Všechny takové prvky jsou zahrnuty. Poznamenejme, že tato pozorováńı plat́ı i
v př́ıpadě, že hodnota v P je př́ımo a nebo b.

Výsledný pr̊uměr se źıská jako jediný pod́ıl celých č́ısel. V př́ıpadě potřeby
absolutńı přesnoti můžeme vydat př́ımo součet a počet na výstup.

V př́ıpadě, že interval neobsahuje žádné prvky, pr̊uměr je nedefinovaný.
Udržováńı:
Pro udržováńı je třeba upravit Insert a Delete, včetně vyvažováńı, tak, aby

udržovany součty a počty prvk̊u v podstromech. Pro Insert stač́ı po cestě na
mı́sto vložeńı zvyšovat počet prvk̊u ve všech projitých uzlech o 1, a součet o hod-
notu vkládaného prvku. U Delete analogicky odč́ıtáme. Muśıme ošetřit př́ıpady,
kdy vkládaný prvek je duplicitńı (a tedy možná nebude vložen v závislosti na
definici stromu), nebo mazaný prvek ve stromě neexistuje. Je tedy vhodné
nejprve prověst Insert/Delete a až poté (pokud operace skutečně proběhne)
upravovat hodnoty projit́ım nahoru ke kořeni (společně s vyvažová́ım). Pro
udržováńı hodnot během vyvažováńı si všimneme, že hodnoty v každém uzlu
lze v konstantńım čase rekonstruovat z hodnot jeho syn̊u. Každá individuálńı
vyvažovaćı operace uprav́ı pouze konstantně mnoho uzl̊u, jejich hodnoty tak
můžeme ze spoda nahoru rekonstruovat také v konstantńım čase. Složitost
vyvažováńı se tak asymptoticky nezvýš́ı.
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