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Domaci kol 5:

Pii porovnéavani tiech zakladnich algoritmu na kostry si muzeme vsimnout,
ruznych detaili chovani algoritmu. Kontrahujici verze Boruvkova algoritmu umi
velmi rychle redukovat pocet vrcholu vstupniho grafu, ale v obecném piipadé
se jeho pracovni graf zahusti a hrany ho zpomali. Na druhou stranu Jarnikav
algoritmus s vhodnou haldou (tfeba Fibbonacciho) bézi nejrychleji na hustych
grafech, protoze jeho slozitost zavisi na po¢tu hran pouze linearné.

Jak téchto nuanci zneuzit? MuZzeme zkusit pouzit Bortuvku na snizeni poctu
vrcholt vstupniho grafu, a nez se piilis zpomali predat slovo Jarnikovi. Jarnikovi
nebude vadit velké mnozstvi hran, ale mensi mnozstvi vrcholi ho potési.

Analyzujte ¢asovou slozitost nasledujictho algoritmu a ukazte, ze je asymp-
toticky rychlejsi nez O(mlog(n))

Function Chimera(G, w vdhy hran)
Proved loglog n fazi Bortvkova algoritmu
Fg + hrany vybrané Boruvkou
G’ + G/Fp (kontrakce lesa nalezeného Boruvkou)
T’ + JarnikSFibHaldou(G")
return 77 + Fp
end

Upfesnéni: Hrany chapeme jako objekty, které si zachovavaji svou identitu
i poté co jsou jejich koncové vrcholy zménény (napi. kazdd hrana ma svoje id).
Vsechny hrany G’ tedy véd{ ze kterych hran vstupniho G vznikly. (a tedy dava
smysl kostru G stavét z hran G')

Jak je zvykem u minimalnich koster, pfedpoklddame, ze G je souvisly a vahy
hran jsou unikatni.

Pro spravnou ¢asovou analyzu je potieba znat ¢asovou slozitost Jarnikova
alg. s Fib. haldou, slozitost fize Boruvkova algoritmu, a spravné odhadnout
pocet vrcholu v grafu G’ (pocet hran sta¢i odhadnout trividlné jako O(m)).
Vsechny potiebné ingredience se teSily na cviceni, pfipadné najdete spoustu
detailu v sekcich 7.2 a 7.3 pruvodce.

Pro uspésné feseni je vyzadovana pouze ¢asova analyza casové slozitosti se
zduvodnénim.
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Analyza Boruvkové casti

Jedna fdze Boruvkova algoritmu trvd O(n + m), prohleddvan{ pro detekci
komponent a projiti hran pro hleddni minimélnich incidentnich hran. Z predpokladu
souvislosti muzeme psit pouze O(m). Celkovd slozitost loglogn fizi tedy bude
O(mloglogn).

Analyza poc¢tu vrcholu

Kazdé faze Boruvkova algoritmu snizi pocet komponent alespoii o polov-
inu. Po k fazich tedy zbyva nejvyse n/2¥ komponent. Pouzijeme standardni
predpoklad, ze pouzity logaritmus je dvojkovy, nebo si v§imneme, ze volba dvo-
jkového logaritmu je optimalni. Logaritmus je inverzni k exponencialni funkeci,
obecné tedy plati 2°6f(") = f(n). Dostavdame, ze po loglog(n) iteracich a
nasledné kontrakci komponent pocéet vrcholu je nejvyse

n _n
9loglog(n) — log(n)

Analyza Jarnikové éasti

Pouzitim Fibonacciho haldy dosahuje Jarnik slozitost O(m’ + n'log(n’)).
Kde n’,m’ jsou hodnoty n,m pro graf vstupujici do Jarnikové ¢dsti. Pocet
hran odhadneme jednoduse jako O(m) a dosadime pocet vrcholi po kontrakei
%. Podivame-li se na ¢len zavisly na poctu vrcholu, vidime, ze 1/logn klesa
rychleji nez log(n/logn) roste, obé funkce se tedy vyrusi do multiplikativniho
¢lenu, ktey muzeme odhadnout jako o(1) (asymptoticky mensi nez konstanta).
Protoze ¢ast s Boruvkou jiz dava superlinedrni slozitost, tento odhad staci a

dostavame, ze Jarnikova ¢ast trva nejvyse linedarné dlouho.

n n B .log(logn> _ _
O|lm+ log Togn =0|m+n.- ————= | =0(m+n)=0(m)

logn logn

Zavér
Soucet slozitosti obou ¢dsti (a kontrakce s linerdni slozitost{) ziskdvame
slozitost O(mloglogn), coz je zjevné lepsi nez O(mlogn).

Poznamky

Vsimnéme si hlavné zavéru, ze Jarnikova ¢ést probéhne v lineranim case.
Protoze Jarnika s Fib. haldou zpomaluji hlavné vrcholy, stac¢ilo pouze mirné
snizit jejich pocet. K tomu se vyuzilo pozorovéani, ze Boruvkuv algoritmus v
kontrahujici verzi umi velmi rychle vrcholy redukovat.

To neni ndhoda nebo vlastnost minimalnich koster. Podobné kombinace
algortimu lze najit u mnoha problému. Napiiklad u tfidéni lze najit spoustu
algoritmu s dobrymi praktickymi vlastnostmi zalozenych na kombinaci Insert-
sortu (pomaly, stabilni, mald pamét) a Merge-sortu (rychly, nestabilni, velkd
pamét), napf. Timsort, Strandsort a jejich zajimavéjsi varianty. Obdobné exis-
tuji rizné hybridni konstrukce pro hledani nejkratsich cest, konstrukce datovych
struktur, a veskeré dalsi zakladni problémy.
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