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Domáćı úkol 5:
Při porovnáváńı třech základńıch algoritmů na kostry si můžeme všimnout,

r̊uzných detail̊u chováńı algoritmů. Kontrahuj́ıćı verze Bor̊uvkova algoritmu umı́
velmi rychle redukovat počet vrchol̊u vstupńıho grafu, ale v obecném př́ıpadě
se jeho pracovńı graf zahust́ı a hrany ho zpomaĺı. Na druhou stranu Jarńık̊uv
algoritmus s vhodnou haldou (třeba Fibbonacciho) běž́ı nejrychleji na hustých
grafech, protože jeho složitost záviśı na počtu hran pouze lineárně.

Jak těchto nuanćı zneuž́ıt? Můžeme zkusit použ́ıt Bor̊uvku na sńıžeńı počtu
vrchol̊u vstupńıho grafu, a než se př́ılǐs zpomaĺı předat slovo Jarńıkovi. Jarńıkovi
nebude vadit velké množstv́ı hran, ale menš́ı množstv́ı vrchol̊u ho potěš́ı.

Analyzujte časovou složitost následuj́ıćıho algoritmu a ukažte, že je asymp-
toticky rychleǰśı než O(m log(n))

Function Chimera(G, w váhy hran)

Proveď log log n fáźı Bor̊uvkova algoritmu
FB ← hrany vybrané Bor̊uvkou
G′ ← G/FB (kontrakce lesa nalezeného Bor̊uvkou)
T ′ ← JarnikSFibHaldou(G′)
return T ′ + FB

end

Upřesněńı: Hrany chápeme jako objekty, které si zachovávaj́ı svou identitu
i poté co jsou jejich koncové vrcholy změněny (např. každá hrana má svoje id).
Všechny hrany G′ tedy věd́ı ze kterých hran vstupńıho G vznikly. (a tedy dává
smysl kostru G stavět z hran G′)

Jak je zvykem u minimálńıch koster, předpokládáme, že G je souvislý a váhy
hran jsou unikátńı.

Pro správnou časovou analýzu je potřeba znát časovou složitost Jarńıkova
alg. s Fib. haldou, složitost fáze Bor̊uvkova algoritmu, a správně odhadnout
počet vrchol̊u v grafu G′ (počet hran stač́ı odhadnout triviálně jako O(m)).
Všechny potřebné ingredience se řešily na cvičeńı, př́ıpadně najdete spoustu
detail̊u v sekćıch 7.2 a 7.3 pr̊uvodce.

Pro úspěšné řešeńı je vyžadována pouze časová analýza časové složitosti se
zd̊uvodněńım.
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Analýza Bor̊uvkové části
Jedna fáze Bor̊uvkova algoritmu trvá O(n + m), prohledáváńı pro detekci

komponent a projit́ı hran pro hledáńı minimálńıch incidentńıch hran. Z předpokladu
souvislosti můžeme psát pouze O(m). Celková složitost log log n fáźı tedy bude
O(m log log n).

Analýza počtu vrchol̊u
Každá fáze Bor̊uvkova algoritmu sńıž́ı počet komponent alespoň o polov-

inu. Po k fáźıch tedy zbývá nejvýše n/2k komponent. Použijeme standardńı
předpoklad, že použitý logaritmus je dvojkový, nebo si všimneme, že volba dvo-
jkového logaritmu je optimálńı. Logaritmus je inverzńı k exponenciálńı funkci,
obecně tedy plat́ı 2log f(n) = f(n). Dostáváme, že po log log(n) iteraćıch a
následné kontrakci komponent počet vrchol̊u je nejvýše

n

2log log(n)
=

n

log(n)

Analýza Jarńıkové části
Použit́ım Fibonacciho haldy dosahuje Jarńık složitost O(m′ + n′ log(n′)).

Kde n′,m′ jsou hodnoty n,m pro graf vstupuj́ıćı do Jarńıkové části. Počet
hran odhadneme jednoduše jako O(m) a dosad́ıme počet vrchol̊u po kontrakci

n
log(n) . Pod́ıváme-li se na člen závislý na počtu vrchol̊u, vid́ıme, že 1/ log n klesá

rychleji než log(n/ log n) roste, obě funkce se tedy vyruš́ı do multiplikativńıho
členu, kteý můžeme odhadnout jako o(1) (asymptoticky menš́ı než konstanta).
Protože část s Bor̊uvkou již dává superlineárńı složitost, tento odhad stač́ı a
dostáváme, že Jarńıková část trvá nejvýše lineárně dlouho.
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Závěr
Součet složitost́ı obou část́ı (a kontrakce s lineráńı složitost́ı) źıskáváme

složitost O(m log log n), což je zjevně lepš́ı než O(m log n).

Poznámky
Všimněme si hlavně závěru, že Jarńıkova část proběhne v lineráńım čase.

Protože Jarńıka s Fib. haldou zpomaluj́ı hlavně vrcholy, stač́ılo pouze mı́rně
sńıžit jejich počet. K tomu se využilo pozorováńı, že Bor̊uvk̊uv algoritmus v
kontrahuj́ıćı verzi umı́ velmi rychle vrcholy redukovat.

To neńı náhoda nebo vlastnost minimálńıch koster. Podobné kombinace
algortimů lze naj́ıt u mnoha problémů. Např́ıklad u tř́ıděńı lze naj́ıt spoustu
algoritmů s dobrými praktickými vlastnostmi založených na kombinaci Insert-
sortu (pomalý, stabilńı, malá paměť) a Merge-sortu (rychlý, nestabilńı, velká
paměť), např. Timsort, Strandsort a jejich zaj́ımavěǰśı varianty. Obdobně exis-
tuj́ı r̊uzné hybridńı konstrukce pro hledáńı nejkratš́ıch cest, konstrukce datových
struktur, a veškeré daľśı základńı problémy.
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