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Domaci kol 4:

Meéjme na vstupu souvisly graf G s unikatnimi vahami hran w a predpocitanou
minimélni kostru 7.

Navrhnéte algoritmus, ktery najde (néjakou) druhou nejlehéi kostru.

V tomto tkolu néds bude zajimat predevsim myslenka navrhu. Chceme tedy
hlavné popis postupu, a argumentaci jeho korektnosti. Pseudokéd neni nutny.
Algortitmus by se mél vejit do ¢asové slozitosti O(m?) (lze pifimocaie dosahnout
O(nm)).

Hint: Ptfimocary ptistup ke korektnosti ja tieba nasledujici. Jakakoliv ne-
minimalni kostra se musi 1isit od té minimélni alespon jednou hranou. Kazda
odlisnost zvysuje vahu ne-minimdalni kostry. Rozsifenim této ivahy je mozné i
odvodit cely postup.

Popis: Vyzkousime vSechny kostry, které vzniknou z minimalni vymeénou jedné
hrany za jinou (se zachovdnim souvislosti). Ze vSech koster vezmeme tu s nej-
mensi vahou, tedy takovou kde rozdil vah vyménénych hran je nejmensi.

pseudokéd
G je vstupni graf, T je minimalni kostra
Pro kazdou hranu e € T' proved nésledujici:
Detekuj komponenty T'— e (DFS, uloz id komponenty do vrcholu)
Projdi vSechny hrany f v G spojujici (ruzné) komponenty T' — e
Prubézné udrzuj pér e, f s minimélnim rozdilem w(f) — w(e)
Vydej T — e + f nebo chybu pokud zadny péar e, f neexistuje

Korektnost:

Tvrzeni: druhd nejlehéi kostra S se 1isi od T' vyménou pravé jedné hrany
za jinou.

Ditkazl: Zjevné se lisi v alespon jedné hrané. Necht e je hrana v T, kter
neni v .S. Ziejmé S je kostra G — e, a navic minimalni, jinak mame spor s volbou
S (existovala by lehéf kostra lisicl se od T'). Uvazme modré lemma, a podivejme
se jak se lisf modré hrany G a G — e. Protoze modré hrany jsou minimaln{
na néjakém fezu, odebrdanim hrany e se vSechna minima ruzné od e nezméni.
Vsechny modré hrany kromé e v G jsou tedy modré hrany i v G —e. Protoze S
jako minimalni kostra T"— e musi obsahovat vSechny tyto modré hrany, lisi se
od T maximalné jednou hranou.

Diikaz2: Zjevné se lisi v alespoii jedné hrané. Pro spor necht e, f jsou hrany
T, které nejsou v .S. T — e — f ma tii komponenty a dva fezy mezi nimi na
kterych jsou e a f nejlehéf (z modrého lemma), oznaéme €', ' libovolné hrany z
S na pifslusnych fezech (tedy €', f/ jsou rizné hrany nahrazujici e, f v .S). Mus{
platit w(T—e—f) < w(S—e'—f’), kdyby ne, potom w(T) > w(S—e'— f'+e+f)
coz by byl spor s minimalitou 7. Potom ale z unikétnosti vah w(e) < w(e’) a
w(f) < w(f’). Dostdme nésledujici vztah:

w(8) = w(s—e'=f)+w(e)+w(f) > w(S—e'—f)+wle)+w(f) > w(T—e—f)+wle)+w(f) = w(T)

Tedy S — ¢’ + ¢ je lehcd nez S.
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Tvrzeni: Vystup je korektni. Na vystupu je zjevné kostra, protoze uvazujeme
pouze pary jejichz vyména zachovava souvislost. Algoritmus uvazi vSechny pary
hran z nichz jedna je uvnitt kostry a druha vneé kostry, zahozeny jsou pouze pary,
jejichz vyména nezachovava souvislost. Z tvrzeni vysSe tedy algoritmus musi
uvazit i druhou nejlehéf kostru (resp. pér jehoz vyménou vznikne). Par jehoz
vyménou vznikne bude minimalizovat rozdil, protoze je roven rozdilu vihy T a
uvazované kostry. Poznamenejme, Ze druha nejlehéi kostra nemusi byt unikatni;
i pokud jsou vahy hran unikatni, rozdily uz byt nemuseji.

Specialni pfipady nastanou pouze par s miniméalnim rozdilem vybirdme z
prazdné mnoziny. T.j. pokud neexistuji hrany mimo kostru (G je strom) nebo
neexistuji hrany uvniti kostry (G je jednovrcholovy). V téchto pfipadech druhd
nejleh¢i kostra zfejmé neexistuje.

Slozitost:

Hlavni cyklus probéhne O(n)-krat. Detekovani komponent 7' — e zvlddneme
v case O(n + m) (dokonce O(n) pokud méme 7' na vstupu jako graf, nebo si
ho na za¢dtku algoritmu vytvoiime). Na projit{ vSech hran, zbylé vypocty a
udrzovani minim stac¢i O(m). Celkovd slozitost O(nm).

Jiné feSeni:

Setiidime vSechny hrany G, a pro kazdou e € T najdeme minimélni kostru
G — e pomoci Kruskalova algoritmu. Vratime nejlehéi z nalezenych koster.

Korektnost Ize dokdzat analogicky feseni vyse, v dukazu 1 jsme jako mezikrok
nahlédli, ze hledand kostra je minimalni kostra G — e pro néjaké e € T. Muzeme
tedy stejné argumentovat, ze

Pro analyzu casové slozitosti si vSimneme, ze sta¢i hrany setiidit pouze
jednou, O(mlogn) celkem. Jeden Kruskaluv algoritmus tedy pobéz v case
O(n*xUnion+mx*Find), spustén bude O(n)-krat. Pro piimocarou implementaci
a jednoduchy odhad tedy dostdvéame celkem O(nmlogn). Pouzijeme-li ¢ernou
magii sofistokované analyzy, mtizeme tvrdit O(nmlog*n) nebo O(nmiInvAckn)
(slozitost t¥idéni lze zanedbat, protoze mlogn = O(nm)).

Podotknéme, zZe timto feSenim nelze dosdhnout slozitosti O(nm), a Feseni je
dokonce neporovnatelné s pozadavkem zadani O(m?); pokud je graf na vstupu
Fidky (tfeba rovinny, s m = O(n)), bude tato slozitost asymptoticky vzdy mirné
vetst nez O(m?) = O(n?) (i kdyz pro inverzni Ackermannovu funkei je rozdil
nedetekovatelné maly).
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