ADS cviceni cviceni 3

Domaci kol 2:

Pro (neorientovany, prosty) graf a dvojici jeho vrchol u, v na vstupu navrhnéte
algoritmus, ktery spoc¢itd pocet ruznych nejkratsich cest mezi u a v.

(nejkratsich co do po¢tu hran, délky hran neuvazujeme)

Dveé cesty jsou ruzné, pokud se lis{ v alespori jedné hrané (resp. vrcholu pro
prosté grafy). Poznamenejme, ze takovych cest muze byt asymptoticky mnohem
vice nez ¢as, ktery jsme ochotni na vypoctu stravit.

Plnohodnotné feseni by mélo obsahovat

e Strucny popis metody reseni

Pseudokdd (adekvétné vysokouroviiovy, pi: ukdzkové BFS,DFS)

e Osetfeni specidlnich pripadua

Argumentace korektnosti

e Analyza casové slozitosti (se zduivodnénim)
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Popis: Pouzijeme upravené BFS spusténé z vrcholu v. U kazdého vrcholu
spocitame pocet cest z v. Pocet cest do kazdého vrcholu uréime jako soucet
poctu cest do jeho pfedchidcn v predchozi vrstveé.

pseudokéd (plny pseudokdd, stacilo ukazat pseudokdd vnitiniho cyklu)

Function BFSCount(graf G, vrcholy u,v)
stav[*] + N ; aktVrstva = 0 ; seznaml < {v}; seznam2 «+ ()
pocet[*] + 0; pocet[v] < 1
while w € seznaml do
stav[w] < Z ; vrstvalw] < aktVrstva
for x soused w do
if stav/r] = N then

pridej x do seznam?2

stav(z] < O

vrstva[z] < aktVrstva 4+ 1
end
if vrstvafz] = aktVrstva + 1 then
| pocet[z] + = pocet|w]
end

end
if seznami # () then

| ++4aktVrstva ; swap seznaml,seznam?2
end

end
return pocet|u)
end

Specidlni piipady: Pokud cesta neexistuje (u a v jsou v ruznych kompo-
nentdch), BFS se nikdy do u nedostane a vrati se defaultni hodnota poctu cest
0, coz je korektni. Pokud u = v, algoritmus spravné odpovi 1.

Korektnost: Ukdzeme indukci podle vrstev BFS, Ze v poli pocet je na konci
pocet cest z v do prislusného vrcholu. Ve vrstvé 0 je pouze v, pro které je
pocet cest 1. Uvazme vrchol w v k-té vrstvé. Z L.P. pfedchudci ve vrstvé k — 1
maji spravné urcené pocty. Z vlastnosti BFS je vzdédlenost v a w pravé k, a tedy
kazda nejkratsi cesta musi kazdou hranou prekracovat do nésledujici vrstvy (ekv.
pouzivd pouze stromové a dopredné hrany), specidlné posledn{ hrana. Vsechny
cesty tedy vedou zkrze piredchiidce v predchozi vrstvé. Souctem pies pocty cest
do pfedchudcu tedy zadnou cestu nevynechdme. Naopak nemuzeme zadnou
cestu zapocCitat dvakrat, protoze cesty pfes ruzné predchudce se evidentné lisi
(a predchudci sami uz pocitaji cesty korektné). Zbyvéd uvazit nedosazitelné
vrcholy, kde korektnost jisté plati (pocet cest zustane 0).

Slozitost: Algoritmus se lisi od BFS pouze poc¢itdnim hodnot navic, coz je
pouze konstatné operaci na kazdy vrchol a hranu. Celkové slozitost tedy jako
BFS O(n + m).
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Nejcastéjsi problémy:

e Pocitani cest jejich pruchodem. Tento problém mél spoustu forem, princip
je v myslence prohledavat vrcholy opakované za kazdou cestu co do nich
vede. To se muze zdatrozumné na malych piikladech, kde je pouze par
nejkratsich cest, ale v obecnosti muze byt cest az exponenticidlné v n.
Tento postup by tedy v nejhorsim piipadé vyzadoval exponencidlni cas
i prostor (coz je jesté mnohem hors{ nez exp. ¢as). Problém je jesté

vevs

e Uréeni slozitosti. Ve spousté feseni byla slozitost uréena jako O(n?)
pocitanim pres pocty provedeni cykla. To je sice pravdivy horni odhad, ale
neni to vhodny odhad. Tento zpusob pocitani je pouze trividlni metoda,
témér vzdy potiebujeme alespon trochu sofistikovanéjsi pristup. Pi. BFS,DFS
urciji slozitost jako konstantné operaci pro kazdy prvek grafu; Bellman-
Ford pocitda maximélni pocet relaxaci vrcholu a tedy maximélni pocet
zpracovani kazdé hrany; atd. Dodejme jesté, ze obecné m = O(n?) a tedy
n+m = O(n?), ale velmi asto nemdme v grafu asymptoticky w(n?) hran.
Zavislost na m misto n? je vzdy mnohem lepsi. Tieba pro rovinné grafy
(a spoustu dalsich praktickych t¥id) plati m = O(n).

e Ukoncovani prohledavéani pti nalezeni u. To neni technicky problém jako
spiSe zbyteéna komplikace. Pro praktickou implementaci je to samoziejmé
dobry napad, pro nase 1cely to algoritmus nijak nezlepsi, pouze zkomp-
likuje pseudokéd.
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