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Domáćı úkol 2:
Pro (neorientovaný, prostý) graf a dvojici jeho vrchol̊u u, v na vstupu navrhněte

algoritmus, který spoč́ıtá počet r̊uzných nejkratš́ıch cest mezi u a v.
(nejkratš́ıch co do počtu hran, délky hran neuvažujeme)
Dvě cesty jsou r̊uzné, pokud se lǐśı v alespoň jedné hraně (resp. vrcholu pro

prosté grafy). Poznamenejme, že takových cest může být asymptoticky mnohem
v́ıce než čas, který jsme ochotni na výpočtu strávit.

Plnohodnotné řešeńı by mělo obsahovat

• Stručný popis metody řešeńı

• Pseudokód (adekvátně vysokoúrovňový, př: ukázkové BFS,DFS)

• Ošetřeńı speciálńıch př́ıpad̊u

• Argumentace korektnosti

• Analýza časové složitosti (se zd̊uvodněńım)
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Popis: Použijeme upravené BFS spuštěné z vrcholu v. U každého vrcholu
spoč́ıtáme počet cest z v. Počet cest do každého vrcholu urč́ıme jako součet
počt̊u cest do jeho předch̊udc̊u v předchoźı vrstvě.

pseudokód (plný pseudokód, stačilo ukázat pseudokód vnitřńıho cyklu)

Function BFSCount(graf G, vrcholy u, v)
stav[*] ← N ; aktVrstva = 0 ; seznam1 ← {v}; seznam2 ← ∅
pocet[*] ← 0; pocet[v] ← 1
while w ∈ seznam1 do

stav[w] ← Z ; vrstva[w] ← aktVrstva
for x soused w do

if stav[x] = N then
přidej x do seznam2
stav[x] ← O
vrstva[x] ← aktVrstva + 1

end
if vrstva[x] = aktVrstva + 1 then

pocet[x] + = pocet[w]
end

end
if seznam1 6= ∅ then

++aktVrstva ; swap seznam1,seznam2
end

end
return pocet[u]

end

Speciálńı př́ıpady: Pokud cesta neexistuje (u a v jsou v r̊uzných kompo-
nentách), BFS se nikdy do u nedostane a vrát́ı se defaultńı hodnota počtu cest
0, což je korektńı. Pokud u = v, algoritmus správně odpov́ı 1.

Korektnost: Ukážeme indukćı podle vrstev BFS, že v poli pocet je na konci
počet cest z v do př́ıslušného vrcholu. Ve vrstvě 0 je pouze v, pro které je
počet cest 1. Uvažme vrchol w v k-té vrstvě. Z I.P. předch̊udci ve vrstvě k − 1
maj́ı správně určené počty. Z vlastnost́ı BFS je vzdálenost v a w právě k, a tedy
každá nejkratš́ı cesta muśı každou hranou překračovat do následuj́ıćı vrstvy (ekv.
použ́ıvá pouze stromové a dopředné hrany), speciálně posledńı hrana. Všechny
cesty tedy vedou zkrze předch̊udce v předchoźı vrstvě. Součtem přes počty cest
do předch̊udc̊u tedy žádnou cestu nevynecháme. Naopak nemůžeme žádnou
cestu započ́ıtat dvakrát, protože cesty přes r̊uzné předch̊udce se evidentně lǐśı
(a předch̊udci sami už poč́ıtaj́ı cesty korektně). Zbývá uvážit nedosažitelné
vrcholy, kde korektnost jistě plat́ı (počet cest z̊ustane 0).

Složitost: Algoritmus se lǐśı od BFS pouze poč́ıtáńım hodnot nav́ıc, což je
pouze konstatně operaćı na každý vrchol a hranu. Celková složitost tedy jako
BFS O(n + m).
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Nejčastěǰśı problémy:

• Poč́ıtáńı cest jejich pr̊uchodem. Tento problém měl spoustu forem, princip
je v myšlence prohledávat vrcholy opakovaně za každou cestu co do nich
vede. To se může zdátrozumné na malých př́ıkladech, kde je pouze pár
nejkratš́ıch cest, ale v obecnosti může být cest až exponenticiálně v n.
Tento postup by tedy v nejhorš́ım př́ıpadě vyžadoval exponenciálńı čas
i prostor (což je ještě mnohem horš́ı než exp. čas). Problém je ještě
závažněǰśı u řešeńı, která stále tvrdila lineárńı složitost, dle BFS.

• Určeńı složitosti. Ve spoustě řešeńı byla složitost určena jako O(n2)
poč́ıtáńım přes počty provedeńı cykl̊u. To je sice pravdivý horńı odhad, ale
neńı to vhodný odhad. Tento zp̊usob poč́ıtáńı je pouze triviálńı metoda,
téměř vždy potřebujeme alespoň trochu sofistikovaněǰśı př́ıstup. Př. BFS,DFS
určij́ı složitost jako konstantně operaćı pro každý prvek grafu; Bellman-
Ford poč́ıtá maximálńı počet relaxaćı vrcholu a tedy maximálńı počet
zpracováńı každé hrany; atd. Dodejme ještě, že obecně m = O(n2) a tedy
n+m = O(n2), ale velmi často nemáme v grafu asymptoticky ω(n2) hran.
Závislost na m mı́sto n2 je vždy mnohem lepš́ı. Třeba pro rovinné grafy
(a spoustu daľśıch praktických tř́ıd) plat́ı m = O(n).

• Ukončováńı prohledáváńı při nalezeńı u. To neńı technicky problém jako
sṕı̌se zbytečná komplikace. Pro praktickou implementaci je to samozřejmě
dobrý nápad, pro naše účely to algoritmus nijak nezlepš́ı, pouze zkomp-
likuje pseudokód.
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