
ADS úkol 1

Zadáńı:

Mějme na vstupu posloupnost kladných, navzájem r̊uzných celých č́ısel,
seřazených vzestupně. Pro konstantu k na vstupu navrhněte algoritmus, který
nalezne k-té chyběj́ıćı č́ıslo. Chceme optimálně rychlý algoritmus.

Protože uvažujeme všechna kladná celá č́ısla, pokud posloupnost nezač́ıná
č́ıslem 1, je 1 prvńı chyběj́ıćı č́ıslo.

Předpoklady: Hodnota k je kladné celé č́ıslo. Vstup je reprezentován jako
pole n hodnot indexovaných 1, . . . , n a dvě proměnné k a n.

Př́ıklady vstup̊u:

• k = 2,n = 5, data: 1, 3, 4, 5, 7, odpověď: 6

• k = 2,n = 3, data: 4, 5, 6, odpověď: 2

• k = 2,n = 5, data: 1, 2, 3, 4, 5, odpověď: 7

Plnohodnotné řešeńı by mělo obsahovat

• Stručný popis metody řešeńı (neńı slovńı pseudokód)

• Pseudokód (ńızkoúrovňový, stylu ”hezkého” RAM)

• Ošetřeńı speciálńıch př́ıpad̊u

• Důkaz korektnosti

• Analýza časové složitosti (se zd̊uvodněńım)

Pro zápis pseudokódu můžete použ́ıvat veškeré přirozené konstrukce, které
lze na RAM ”simulovat” s konstantńım zpomaleńım. Tj. smı́te použ́ıvat proměnné,
přǐrazeńı s komplexńımi výpočty, cykly, if-else podmı́nky s logickými výrazy,
vrátit výstup pomoćı return, . . .
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Řešeńı

Pomoćı principu binárńıho vyhledáváńı najdeme dva prvky t.ž. v mezeře
mezi nimi se nacháźı k-té chyběj́ıćı č́ıslo. Urč́ıme počet prvk̊u chyběj́ıćıch před
levým okrajem mezery a odvod́ıme o kolik je k-té chyběj́ıćı č́ıslo větš́ı než okraj.

Pozorováńı: Pro libovolný index i plat́ı, že rozd́ıl [i] − i je počet prvk̊u
chyběj́ıćıch nalevo od pozice i. Protože počet prvk̊u chyběj́ıćıch nalevo je nek-
lesaj́ıćı, umı́me se v poli binárně orientovat.

Pozorováńı: Označme si k-té chyběj́ıćı č́ıslo X. Jakmile najdeme index I
t.ž. [I] < X < [I + 1] (tedy nejvyšš́ı index před kterým chyb́ı méně než k č́ısel),
potom X je k − ([I]− I)-té č́ıslo po [I], tedy X = [I] + k − [I] + I = I + k.

Pseudokód:

L← 0, P ← n + 1
while L < P − 1 do

M ← bL+P
2 c

if [M ]−M ≥ k then
P ←M

else
L←M

return L + k

Konečnost a složitost:

Stejně jako na cvičeńı, podmı́nka cyklu je zvolena tak, že plat́ı invariant
L < M < P při každém určeńı M . Uváž́ıme-li tedy P − L, tento rozd́ıl nutně
klesá v každém cyklu, dle volby M nav́ıc zhruba o polovinu. Po O(log(n))
kroćıch tedy cyklus skonč́ı, celková složitost algoritmu je O(log(n)).

Korektnost:

Pro účel analýzy dodefinujeme hodnoty [0] := 0 a [n+1] = +∞. Povšimněme
si, že t́ım se výsledek nezměńı a nav́ıc přistupujeme pouze k prvku na pozici M ,
(dle invariantu L < M < P ) a tak nikdy nepřistouṕıme na index 0 nebo n + 1
(L pouze roste, P pouze klesá).

Označme si X správný výstup algoritmu. Dle zadáńı předpokládáme k > 0.
Binárńı vyhledáváńı udržuje invariant [L] < X < [P ]. Na začátku cyklu

invariant plat́ı (po dodefinováńı [0] a [n + 1]). Z pozorováńı výše, kdykoliv
nastav́ıme P na novou hodnotu, před [M ] chyb́ı alespoň k č́ısel a tedy nerovnost
plat́ı (rovnost nemůže nastat). Komplementárně nerovnost plat́ı i pro nové
hodnoty L. Po skončeńı cyklu máme tedy [L] < X < [P ] a P ≤ L + 1, a tedy
P = L + 1. Dle pozorováńı výše je výstup L + k správná hodnota.

Alternativně můžeme na algoritmus nahĺıžet tak, že vyhledává index I. Z
korektnosti bin. vyhledáváńı ze cvičeńı plyne, že I je korektně nalezen indexem
L. (Možné hodnoty I jsou 0, . . . , n, tedy je korektńı zač́ıt s L = 0).

Poznamenejme, že t́ım jsou vyřešeny i krajové př́ıpady. Pokud X > [n],
cyklus skonč́ı s L = n = I, a n + k je korektńı vysledek dle pozorováńı. Pokud
X < [1] nebo n = 0, potom na vstupu chyb́ı všechna č́ısla 1, . . . , k. Po skončeńı
cyklu (resp. neproběhnut́ı) bude L = 0 = I, a tedy L+k = k je korektńı výstup.
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Nejčastěǰśı problémy

• zaokrouhlováńı - kv̊uli zaokrouhleńı byly některé hodnoty pro vyhledáváńı
nedosažitelné. Typicky když se udržovala velikost kroku, a klesala př́ılǐs
rychle.

• zacykleńı - spousta řešeńı měla špatně podmı́nky ukončeńı vyhledáváńı.
Typicky se ”prostředńı” index rovnal ”dolńımu” indexu a algoritmus nas-
tavoval dolńı index do nekonečna.

• návratové hodnoty - často utekl index o ±1, ale hlavně okrajové př́ıpady
a fakt, že mezery mohou být větš́ı než 1 č́ıslo zp̊usobily dost problémů

• složitost - do složitosti se z definice modelu RAM nepoč́ıtá nač́ıtáńı vs-
tupu (což by bylo vždy O(n)), vstup je vždy již v paměti v kroce 0. To
je přirozené, v praxi můžeme dostat celá data odkazem. Poznámka na
okraj, stejně tak se vstupńı data nepoč́ıtaj́ı do prostorové složitosti. Tyto
detaily formalismu jsou ale d̊uležité pouze pokud je čas/prostor sublineárńı
- takové alg. ale už na ADS nepotkáme.

• korektnost - a samozřejmě věc, kterou nemohu zd̊uraznit dostatečně, pod-
ceněná korektnost. Zamyšleńı nad korektnost́ı mohlo předej́ıt všem problémům
výše.

Nejčastěǰśı komplikace

• indexace - spousta řešeńı se rozhodla použ́ıt indexováńı pole od 0. Nic
proti tomu, to je v praxi určitě silně preferovaný zp̊usob indexováńı.
Nicméně posun index̊u zp̊usobil chyby ve velké části zmı́něných řešeńı
zat́ımco řešeńı s indexaćı od 1 stejné problémy neměly v̊ubec. Z praxe,
třeba implementace binomiálńı haldy s indexaćı od 1 obvykle funguj́ı bez
debugováńı, a implementace s indexaćı od 0 trvá velmi dlouho zcela de-
bugovat. Dvě řešeńı dokonce celé pole posunula, aby bylo indexované od
0 - což pouze zp̊usobilo v́ıce problémů a zabilo časovou složitost.

• reprezetace intervalu pomoćı jednoho pointeru - některá řešeńı si neudržovala
oba konce intervalu. Vždy to dopadlo špatně. Typicky kv̊uli zaukrouhlováńı
nebo zacykleńı.

• speciálńı př́ıpady - většinu speciálńıch př́ıpad̊u nebylo třeba řešit zvlášť.
Stačilo spustit algoritmus se správnými výchoźımi hranicemi. Obecně
plat́ı dvě poučky, pokud to nezkomplikuje algoritmus, nechceme to řešit
zvlášť. Pokud to vytvoř́ı nové př́ıpady uvnitř algoritmu, chceme to od-
chytit před vstupem do hlavńıho těla algoritmu.

• duplicitńı výpočty - celá řada řešeńı poč́ıtala nové hodnoty prostředńıho
prvku hned na několika mı́stech. Stejně tak v několika řešeńıch bylo
několik r̊uzných návratových hodnot, které ale byly efektivně totožné
(např. L + k pokud L > 0 a k pokud L = 0).


