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Kostry

Na vstupu je graf s hranami ohodnocenymi vahami
Piedpoklady:
e Zadany graf je souvisly, v dusledku n = O(m)

e Vdhy hran jsou navzdjem ruzné

Unikatnost: Za predpokladu ruznosti vah hran je miniméalni kostra unikatni.

Modré lemma: Nejleh¢i hrana libovolného fezu patii do minimélni kostry.
Ekvivalentné, pro kazdou mnozinu vrcholi X C V, nejlehéi hrana mezi X a
VA\X patif do minimdln{ kostry.

s

Cervené lemma: Nejtézsi hrana libovolného cyklu nepatii do z4dné minimalni
kostry.

Lemma: Kazda hrana je "modra” nebo ”¢ervend”

Algoritmy - hlavni myslenky a porovnani

Kruskal
Hrany se setiidi podle vahy. Kostra se hladové vybuduje z co nejlevnéjsich hran.
Rychly pokud hrany na vstupu jsou jiz setiidéné

Kruskal Jarnik

Zacneme v libovolném vrcholu, péstujeme strom rozsitfovanim do okoli nejlevnéjsi
hranou.

S pouzitim vhodné haldy dobré zavislost slozitosti na po¢tu hran

Rychly pro husté grafy (pii pouziti dobré haldy)

Bortvka

Paralelné péstujeme mnoho stromu / zaénem s trividlnimi kusy, ty pak sriustdme
dohromady.

Paralelizace umoziiuje jednodussi implementaci (zalozend pouze na BFS/DFS).
V konstrahujici verzi rychle redukuje poc¢et vrcholi, rychly pro ruzné specialni
tiidy grafl, velmi rychly pro rovinné grafy.
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Kruskal

Function Kruskal(G, w vdhy hran)
setiid G(F) dle vahy
T+ 0
inicializuj UnionFind na T
for e = (u,v) € E dle rostouci vihy do
if Find(u) # Find(v) then
T+T+e
Union(u,v)
end
end

return T’
end

Korektnost

e Souvislost - Pokud je vysledna T nesouvisla, Kruskal nemohl vidét zadnou
hranu spojujici komponenty protoze prvni takovou hranu vzdy prijme.

e Minimalita - V momenté pfijeti je kazd4d hrana minimalni na fezu mezi
komponentami, které spojuje. Korektnost plyne z modrého lemma.

Slozitost
O(mlogn) obecné, O(n * Union + m x Find) pro pfedtiidéné hrany

Union-Find

Zaciname s prvky 1,...,n, kazdy je reprezentant vlastni jednoprvkové skupiny.
Operace Union(z,y) - slouéi skupiny prvku z,y pod jediného reprezentanta
Dotaz Find(z) - najde reprezentanta skupiny prvku z

Implementace: Skupiny jsou modelovany pomoci zakorenénych stromu. Kazdy
prvek je budto reprezentant (kofen), nebo si pamatuje néjakého predchidce.
Find postupuje po piedchudcich, az najde reprezentanta (kofen). Union se
provede tak, Ze reprezentantovi skupiny prvku x se nastavi jako predchudce y.
Reprezentantem obou skupin se tak stava reprezentant skupiny prvku y.
Zlepseni: U kazdého reprezentanta si pamatujeme hloubku jeho stromu. Union
pak pripoji reprezetanta nizsiho stromu pod reprezentanta hlubsiho stromu.
Pokud se hloubky rovnaji, spojeny strom bude mit hloubku o 1 vyssi. Ziskdavame
garanci houbky O(logn) a tedy Union i Find bézi v ¢ase O(logn).
Amortizace: Pokazdé kdyz prochdzime strom (pii Find/Union) po nalezeni
kofene projdeme cestu jesté jednou a vSem prvkum nastavime jako predchudce
piimo kofen stromu. Pfi kombinaci s pfedchozim lze dokdzat (obtizné), ze oper-
ace trvaji amortizované O(log” n) kde log" je inverz vézové funkce. Dokonce lze
dokézat (velmi obtizné), ze amortizovand slozitost obou operaci je asymptoticky
inverzni Ackermannova funkce z n (v praxi neodlisitelné od konstnaty).



https://en.wikipedia.org/wiki/Ackermann_function#Inverse
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Jarnik

Function RelazAlg(G, w vdhy hran)
stav[*] < mimo
vg ¢ libovolny vrchol
stav[vg] < soused
T + ({vo},0)
H = () - halda vrcholu sousedicich s T'
H.Insert(v,0)
while H # () do
v + H.ExtractMin()
e < hrana zodpovédna za vahu v
T+T+e
stav[v] + v kostfe
for x soused v do
if stavfx] = soused then
| H.Decrease(x,w(vz))
end
if stav/z] = mimo then
| H.Insert(z,w(vz))
end

end
end

return T’
end

Korektnost

e Souvislost - Kazdy vrchol sousedici se stromem, je ke stromu pfipojen.

e Minimalita - V momenté pfidani je kazda hrana minimélni na fezu mezi

T a zbytkem grafu. Korektnost plyne z modrého lemma.

Slozitost
O(n * Insert + n x Extract + m x Decrease)
O(mlogn) s bindrni haldou, O(m + nlogn) s Fib. haldou
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Boruvka

Function Borivka(G, w vihy hran)

F+ (V,0)

while F' nesouvisly do
detekuj komponenty F'
pro kazdou komponentu najdi nejlehé¢i incidentni hranu
pridej nejlehéi hrany do F

end

return F'
end

Korektnost

e Souvislost - Algoritmus neskon¢i dokud les neni souvisly

e Minimalita - Kazdd vybrand hrana je minimélni na fezu mezi kompo-
nentami, které spojuje. Korektnost plyne z modrého lemma.

Slozitost

Pocet komponent ve fazi i je nejvyse n/2¢, pocet fazi je O(logn)
Slozitost féze je ekvivalentni slozitosti BFS/DFS

Celkové slozitost O(mlogn)

Kontrahujici Boruvka

Function Boruvkae(G, w vdhy hran)
T+ 0
while G md vice nez jeden vrchol do
F+0
for v vrchol G do
e < nejlehé¢i hrana incidentni s v

F+ F+e
end

T'«<T+F
G < G/F - kontrakce hran v F
end

return T’
end

Slozitost

Pocet vrcholt ve fazi i je nejvyse n/2¢, pocet hran muze klesat jen pomalu.

Slozitost faze je ekv. BFS/DFS na aktudlnim poc¢tu vrcholu a hran.

Celkov4 slozitost O(mlogn)

Pro tidké grafové tiidy uzaviené na kontrakce (tfeba rovinné grafy) bude
slozitost O(n + m) protoze pocet hran bude v kazdé fazi klesat geometricky.




