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Určeńı Asymptotické Časové Složitosti

Triviálně z pseudokódu (worst case)

U každého kroku / operace urč́ıme worst-case složitost, odhadneme maximálńı
počet opakováńı každého cyklu (/ voláńı procedury), př́ıslušně pronásob́ıme a
dostaneme horńı odhad celkové složitosti.

Velmi hrubé

Omezeńı přes prvky vstupu (worst case)

U některých krok̊u můžeme odhadnou celkový počet provedeńı lépe omezeńım
dle velikosti vstupu namı́sto w.c. počtu projit́ı cykl̊u.

Př́ıklad: BFS,DFS sáhne na každou hranu pouze O(1)-krát, složitost je tedy
O(n+m) namı́sto O(n2) z triviálńıho odhadu, že proj́ıt hrany kolem vrcholu je
obecně O(n)

Vhodné hlavně pokud worst-case a typický př́ıpad jsou odlǐsné (v ř́ıdkém
grafu může být vrchol s w.c. O(n) sousedy, ale typický vrchol jich bude mı́t
méně)

Omezeńı pomoćı invariant̊u (worst case)

Pomoćı invariant̊u (a daľśıch vlastnost́ı) můžeme odhadnout počet provedeńı
některých operaćı (cykl̊u) lépe.

Př́ıklad: pokud naprogramujeme relaxačńı algoritmus, počet relaxaćı záviśı
na strategii výběru vrchol̊u a vlastnostech vstupu. Dle vlastnost́ı můžeme dostat
O(n) relaxaćı (Dijkstra), O(nm) (Bellman-Ford) nebo O(exp(n)) (při nevhodné
strategii)

Vhodné obzvláště pokud v úloze máme nějaký typ monotonie nebo uspořádáńı
(např. u dynamických algoritmů, které ”procházej́ı jedńım směrem”).

Potenciálová metoda (worst case)

Definujeme nezáporný potenciál. Některé operace, jejichž počet provedeńı umı́me
odhadnout, zvyšuj́ı potenciál. Divoké operace, jejichž počet provedeńı nelze
př́ımočaře odhadnout, potenciál snižuj́ı. Odhadem celkového zvýšeńı potenciálu
za dobu běhu algoritmu, a minimálńıho možného sńıžeńı divokou operaćı dostaneme
odhad na počet provedeńı divoké operace.

Př́ıklad: (ADS2) Tokové algoritmy - Goldberg/Preflow-push
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Amortizacovaná složitost

Metoda umožňuj́ıćı ”zpr̊uměrováńı” složitost́ı větš́ıho množstv́ı provedeńı op-
eraćı (na datové struktuře)

Definujeme nezáporný potenciál Φ, jeho hodnotu po i-té operaci označ́ıme
Φi (Φ0 = 0). Amortizovaná složitost i-té operace je pak definována jako součet
skutečného času (worst-case) operace a změny potenciálu

Ai = Timei + Φi − Φi−1

Po provedeńı m operaćı, celková amortizovaná složitost všech operaćı je
součet amortizovaných složitost́ı

Σm
i=1(Timei + Φi − Φi−1) = Σm

i=1(Timei) + Φm − Φ0 ≥ Σm
i=1Timei

Snadno vid́ıme, že celková asymptotická složitost je vždy horńı odhad na skutečnou
složitost (dokud jsou dodrženy podmı́nky Φ0 = 0 a Φm ≥ 0). Protože ale pro
jednotlivé operace může Ai být (asymptoticky) mnohem menš́ı než Timei když
potenciál velmi klesne, můžeme tak dostat mnohem lepš́ı celkový odhad.

Vhodné hlavně pro odhady složitost́ı datových struktur (předevš́ım ĺıných)
Př́ıklad: rostoućı pole, ĺıné vyvažováńı, multi-pop zásobńık, (v pokročilých

kurzech) Fibonacciho halda, Splay stromy, chováńı (a, b)-stromů v A-sort algo-
ritmu

Poznámky: U výpočtu hodnot/změn potenciálu jsou d̊uležité konstanty! Je
d̊uležité, že DS zač́ıná s potenciálem 0. Nelze použ́ıt amortizované odhady na
strukturu, která již dř́ıve provedla nějaké neznámé operace (a má potenciálně
vysoký potenciál). Pokud nenastane předchoźı problém, můžeme amortizovanou
složitost použ́ıvat stejně jako worst-case (protože je horńım odhadem skutečné
složitosti).

Amortizovaná složitost se často označuje subscriptem ”a”: Oa(f(n))

Očekávaná (”pr̊uměrná”) složitost

Lze použ́ıt pouze u randomizovaných algoritmů! Očekávanou složitost algoritmu
nad vstupy délky n urč́ıme následovně. Pro každý vstup délky n urč́ıme středńı
hodnotu délky běhu v závislosti na náhodných volbách algoritmu. Ze všech
středńıch hodnot pro jednotlivé vstupy vezmeme maximum.

Formálně: AlgE(n) = maxI:|I|=n{ER[Alg(I,R)]} Kde maximum jde přes vs-
tupy I velikosti n, a středńı hodnota je poč́ıtána přes náhodné bity R. Alg(I,R)
je doba běhu algoritmu nad fixńım vstupem I s fixńımi náhodnými bity R.

Př́ıklady: hešováńı, quicksort
Důležité: Nejedná se o pr̊uměr přes vstupy! Náhodnost tedy nesmı́ pocházet

ze vstupu! Neńı možné zafixovat konkrétńı hešovaćı funkci nebo determini-
stickou volbu pivota v quicksortu. Algoritmy se potom chovaj́ı na fixńım vs-
tupu vždy stejně, a vniknou ”toxické” vstupy, které odhad rozbij́ı. Kĺıčové je,
že při opakovaném puštěńı algoritmu nad stejným vstupem dostáváme r̊uzné
chováńı jehož typický př́ıpad je dobrý. Pokud se nám chováńı alg. neĺıb́ı (př́ılǐs
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mnoho koliźı hešovaćı funkce), spust́ıme algoritmus znovu (nová hešovaćı funkce
/ přehešováńı).

Očekávaná složitost se často označuje subscriptem se symbolem středńı hod-
noty: OE(f(n)). Toto rozlǐseńı je d̊uležité (narozd́ıl od amortizované vs. worst-
case složitosti), očekávaná složitost neńı horńı odhad worst-case složitosti! Vždy
existuje riziko překročeńı odhadu!

Master’s Theorem (worst case)

Master’s Theorem (”kuchařková věta”) je nástroj na řešeńı rekurzivńıch vztah̊u
časové složitosti. Existuje v mnoha r̊uzných verźıch a stupńıch śıly.

Pro předpis rekurzivńı složitosti:

T (n) = A ∗ T (n/B) +O(f(n))

Lze T (n) určit následovně (předpokládáme T (1) = O(1))

• ”Těžký kořen” pokud f(n) = O(nc) a A < Bc potom

T (n) = O(f(n)) = O(nc)

• ”Těžké listy” pokud f(n) = O(nc) a A > Bc potom

T (n) = #RecursionLeaves ∗O(1) = O(AlogB n) = O(nlogB A)

• ”Rovnoměrné rozděleńı” f(n) = O(nc logk n) (pro k ≥ 0) a A = Bc,
potom

T (n) = O(f(n) log n) = f(n) = O(nc logk+1 n)

• . . . v obecnosti spoustu daľśıch př́ıpad̊u

Intuitivně:
Pro jednoduchost předpokládejme, že f(n) = θ(nc). Porovnějme složitost

uzlu O(nc) rekurze a jeho syn̊u (dohromady) O(A ∗ (n/B)c). Z toho vid́ıme,
že složitost vrstvy rekurze (součet přes uzly na dané úrovni) je A/BC-násobek
složitosti vrstvy o jedna výše. Celková složitost algoritmu je rovna součtu přes
všechny vrstvy. Pokud sečteme složitost všech vrstev, dostaneme geometrickou
řadu s koeficientem A/BC .

Pokud A/BC < 1, geometrická řada klesá, a jej́ı součet je asymptoticky
roven velikosti prvńıho členu, což je kořen rekurze se složitost́ıO(f(n)) = O(nC).

Pokud A/BC > 1, geometrická řada roste, a jej́ı součet je asymptoticky
roven složitosti posledńıho členu, což je složitost list̊u. Složitost listu je O(1),
d̊uležitý je tedy počet list̊u. Počet list̊u je AlogB n (A je větv́ıćı faktor a logB n
je hloubka rekurze). Uprav́ıme pomoćı A = BlogB A a n = BlogB n. Dostaneme
složitost (počet list̊u) O(nlogB(A)) (intuitivně, č́ım větš́ı A a menš́ı B, t́ım vyšš́ı
mocnina).

Pokud A/BC = 1,geometrická řada degeneruje na sumu člen̊u stejné ve-
likosti. Celková složitost je tak násobek jedné (libovolné) vrstvy (třeba kořene,
O(nc)) a počtu vrstev (O(logB n) = O(log n)). Pro k > 1 projde téměř totožný
argument.
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