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Uréeni Asymptotické Casové Slozitosti

Trividlné z pseudokédu (worst case)

U kazdého kroku / operace uréime worst-case slozitost, odhadneme maxim&ln{
pocet opakovéani kazdého cyklu (/ voldni procedury), pfislusné prondsobime a
dostaneme horni odhad celkové slozitosti.

Velmi hrubé

Omezeni pies prvky vstupu (worst case)

U nékterych kroku muzeme odhadnou celkovy pocet provedeni lépe omezenim
dle velikosti vstupu namisto w.c. poc¢tu projiti cyklu.

Piiklad: BFS,DFS séhne na kazdou hranu pouze O(1)-krat, slozitost je tedy
O(n +m) namisto O(n?) z trivialniho odhadu, ze projit hrany kolem vrcholu je
obecné O(n)

Vhodné hlavné pokud worst-case a typicky piipad jsou odlisné (v fidkém
grafu muze byt vrchol s w.c. O(n) sousedy, ale typicky vrchol jich bude mit
méneé)

Omezeni pomoci invariantt (worst case)

Pomoci invariantu (a dalsich vlastnosti) muzeme odhadnout pocet provedeni
nékterych operaci (cyklu) lépe.

Priklad: pokud naprogramujeme relaxacni algoritmus, pocet relaxaci zavisi
na strategii vybéru vrcholu a vlastnostech vstupu. Dle vlastnosti mizeme dostat
O(n) relaxact (Dijkstra), O(nm) (Bellman-Ford) nebo O(exp(n)) (pfi nevhodné
strategii)

Vhodné obzvlasté pokud v tloze mame néjaky typ monotonie nebo usporadani
(napt. u dynamickych algoritmu, které ”prochézeji jednim smérem”).

Potenciidlovd metoda (worst case)

Definujeme nezaporny potencial. Nékteré operace, jejichz pocet provedeni umime
odhadnout, zvysuji potencial. Divoké operace, jejichz pocet provedeni nelze
ptimocafe odhadnout, potencial snizuji. Odhadem celkového zvyseni potencidlu
za dobu béhu algoritmu, a minimalniho mozného snizeni divokou operaci dostaneme
odhad na pocet provedeni divoké operace.

Piiklad: (ADS2) Tokové algoritmy - Goldberg/Preflow-push
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Amortizacovana slozitost
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Metoda umoznujici ”zprumeérovani” slozitosti vétstho mnozstvi provedeni op-
eraci (na datové struktufe)

Definujeme nezaporny potencidl ®, jeho hodnotu po i-té operaci oznacime
®,; (&g =0). Amortizovand slozitost i-té operace je pak definovdna jako soucet
skutecného ¢asu (worst-case) operace a zmény potencidlu

Ai = szez + q)z — (I)ifl

Po provedeni m operaci, celkovd amortizovand slozitost vsech operaci je
soucet amortizovanych slozitosti

Z;’;I(szel + (Dz — q)i—l) = Z?;I(szel) + (bm — (I)O Z E;’;szmel

Snadno vidime, Ze celkovéd asymptoticka slozitost je vzdy horni odhad na skute¢nou
slozitost (dokud jsou dodrzeny podminky ®g = 0 a ®,, > 0). Protoze ale pro
jednotlivé operace muze A; byt (asymptoticky) mnohem mensi nez Time; kdyz
potencial velmi klesne, muzeme tak dostat mnohem lepsi celkovy odhad.

Vhodné hlavné pro odhady slozitosti datovych struktur (pfedevsim linych)

Piiklad: rostouci pole, liné vyvazovéni, multi-pop zdsobnik, (v pokroécilych
kurzech) Fibonacciho halda, Splay stromy, chovéni (a,b)-stromu v A-sort algo-
ritmu

Poznamky: U vypoctu hodnot/zmén potencidlu jsou dulezité konstanty! Je
dulezité, ze DS zacind s potencidlem 0. Nelze pouzit amortizované odhady na
strukturu, kterd jiz difve provedla néjaké nezndmé operace (a mé potencidlné
vysoky potenciél). Pokud nenastane pifedchozi problém, muzeme amortizovanou
slozitost pouzivat stejné jako worst-case (protoze je hornim odhadem skuteéné
slozitosti).

Amortizovana slozitost se ¢asto oznacuje subscriptem "a”: O, (f(n))

Ocekavana (”prameérna”) slozitost

Lze pouzit pouze u randomizovanych algoritmu! Ocekavanou slozitost algoritmu
nad vstupy délky n uréime nasledovné. Pro kazdy vstup délky n uréime stfedni
hodnotu délky béhu v zavislosti na ndhodnych volbach algoritmu. Ze vsech
stfednich hodnot pro jednotlivé vstupy vezmeme maximum.

Formalné: Alge(n) = maxry,=n{Er[Alg(l, R)]} Kde maximum jde pres vs-
tupy I velikosti n, a stfedni hodnota je pocitana pies ndhodné bity R. Alg(I, R)
je doba béhu algoritmu nad fixnim vstupem [ s fixnimi ndhodnymi bity R.

Piiklady: heSovani, quicksort

Dulezité: Nejedna se o prumér pies vstupy! Ndhodnost tedy nesmi pochézet
ze vstupu! Neni mozné zafixovat konkrétni heSovaci funkci nebo determini-
stickou volbu pivota v quicksortu. Algoritmy se potom chovaji na fixnim vs-
tupu vzdy stejné, a vniknou ”toxické” vstupy, které odhad rozbiji. Klicové je,
ze pri opakovaném pusténi algoritmu nad stejnym vstupem dostdvame ruzné
chovéni jehoz typicky piipad je dobry. Pokud se ndm chovani alg. nelibi (ptilis
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mnoho koliz{ hesovaci funkee), spustime algoritmus znovu (nova hesovaci funkce
/ prehesovani).

Ocekavana slozitost se ¢asto oznacuje subscriptem se symbolem stfedni hod-
noty: Og(f(n)). Toto rozliseni je dulezité (narozdil od amortizované vs. worst-
case slozitosti), otekdvand slozitost neni horni{ odhad worst-case slozitosti! Vzdy
existuje riziko prekroceni odhadu!

Master’s Theorem (worst case)

Master’s Theorem (”kuchaikovd véta”) je ndstroj na feseni rekurzivnich vztaha
casové slozitosti. Existuje v mnoha ruznych verzich a stupnich sily.
Pro predpis rekurzivni slozitosti:

T(n) = A% T(n/B) + O(f(n)
Lze T'(n) urcit nasledovné (predpokladdme T'(1) = O(1))
e ”Tézky koten” pokud f(n) = O(n°) a A < B¢ potom
T(n) = O(f(n)) = O(n)
o 7"Tezké listy” pokud f(n) = O(n¢) a A > B° potom
T(n) = #RecursionLeaves x O(1) = O(A°85 ™) = O(n'°85 4)

e "Rovnomérné rozdéleni” f(n) = O(n¢loghn) (pro k > 0) a A = BC,

potom
T(n) = O(f(n)logn) = f(n) = O(n"log"** n)
e ... v obecnosti spoustu dalsich pripadu
Intuitivneé:

Pro jednoduchost predpoklddejme, ze f(n) = 6(n®). Porovnéjme slozitost
uzlu O(n°) rekurze a jeho synu (dohromady) O(A * (n/B)¢). Z toho vidime,
7e slozitost vrstvy rekurze (soucet pies uzly na dané trovni) je A/B-nisobek
slozitosti vrstvy o jedna vyse. Celkova slozitost algoritmu je rovna sou¢tu pies
vSechny vrstvy. Pokud se¢teme slozitost vSech vrstev, dostaneme geometrickou
fadu s koeficientem A/BC.

Pokud A/BY < 1, geometricka fada klesa, a jeji soucet je asymptoticky
roven velikosti prvniho ¢lenu, coz je kofen rekurze se slozitosti O(f(n)) = O(n®).

Pokud A/B¢ > 1, geometrickd fada roste, a jeji soucet je asymptoticky
roven slozitosti posledniho ¢lenu, coz je slozitost listi. Slozitost listu je O(1),
dilezity je tedy pocet listii. Pocet listt je A°82™ (A je vétvici faktor a loggn
je hloubka rekurze). Upravime pomoci A = B'°854 a n = B85 " Dostaneme
slozitost (pocet listtt) O(n'°¢5(4)) (intuitivne, ¢im veétsi A a mensi B, tim vyssi
mocnina).

Pokud A/B¢ = 1,geometricka fada degeneruje na sumu clent stejné ve-
likosti. Celkovd slozitost je tak ndsobek jedné (libovolné) vrstvy (tfeba kofene,
O(n)) a poctu vrstev (O(logg n) = O(logn)). Pro k > 1 projde témér totozny
argument.




