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Problémy řešené v očekávaném čase (hešováńım)

V následuj́ıćıch úlohách porovnejte deterministické a pravděpodobnostńı
řešeńı. Časovou složitost pravděpodobnostńıho řešeńı urč́ıme jako worst-case
složitost bez koliźı hešovaćıch funkćı plus očekávaný čas strávený nav́ıc kv̊uli
koliźım (předpokládáme, že použ́ıváme nějaký c-univerzálńı systém).

Př́ıklad 1: Pro seznam n č́ısel na vstupu rozhodněte, zda jsou všechna r̊uzná.

Př́ıklad 2: Pro seznam n č́ısel a hodnotu k na vstupu rozhodněte zda v
seznamu je dvojice č́ısel se součtem k.

Př́ıklad 3: Pro seznam n č́ısel na vstupu rozhodněte v seznamu je dvojice
č́ısel jejichž součet je také v seznamu.

pravděpodobnost a černá magie

Př́ıklad 4: Předpokládejme, že náhodně zvolená hešovaćı funkce h : U → 2m

se chová náhodně. Chápejme hodnoty heš̊u jako binárńı č́ısla s nezávislými
bity (něco trochu slabš́ıho plat́ı za předpokladu silné univerzálnosti). Pokud
zahešujeme n (vzájemně r̊uzných) prvk̊u, určete následuj́ıćı pravděpodobnosti:

• Fixńı prvek má heš zač́ınaj́ıćı alespoň k nulovými bity. [P = 1/2k]

• Existuje prvek s hešem zač́ınaj́ıćım alespoň k nulovými bity (horńı odhad,
union-bound) [P ≤ n/2k]

• Všem prvk̊um zač́ınaj́ı heše nejvýše k nulovými bity (horńı odhad, z
nezávislosti) [P ≤ (1− 1/2k)n]

• Zafixujme n = 2x. Definujme x̄ jako největš́ı počet počátečńıch nul všech
heš̊u. Určete pravděpodovnost, že |x̄− x| ≤ 1 a že x̄ = x

Stručný výpočet posledńıho bodu:

• P [x̄ ≥ x + 2] ≤ n ∗ 1/2x+2 = 2x ∗ 1/2x+2 = 0.25

• P [x̄ ≤ x− 2] ≤ (1− 1/2x−2)n = (1− 4/2x)2
x ≤ e−4 ≈ 0.02

• P [|x̄− x| ≤ 1] ≥ 1− (0.02 + 0.25) ≈ 73%

• P [|x̄− x| = 0] ≥ 1− (e−2 + 1/2) ≈ 36%

Př́ıklad 5: Máme stream M prvk̊u (nelze č́ıst opakovaně). Chceme spoč́ıtat
počet r̊uzných prvk̊u m ve streamu.

Navrhněte přesné řešeńı. Navrhněte přibližné řešeńı pokud dostupná paměť
je mnohem menš́ı než m. Určete časovou a prostorovou složitost.

Hint: Aplikaćı předchoźıho cvičeńı umı́me v konstant́ım prostoru s velkou
pravděpodobnost́ı odhadnout počet prvk̊u s malou (≤ 4) multiplikativńı chybou.
Použit́ım konstantně mnoha paralelńıch instanćı (pro velkou konstantu) umı́me
dosáhnout velmi malé multiplikativńı chyby (0.1) s velmi vysokou pravděpodobnost́ı
(≥ 99.9%), ale přesná analýza už je mı́rně komplikovaná.
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Domáćı úkol 7:

Mějme na vstupu seznam n hodnot a č́ıslo m udávaj́ıćı kolik r̊uzných hodnot
je na vstupu (n >> m). Chceme v očekávaném lineárńım čase OE(n) určit
počty výskyt̊u všech hodnot.

Pro řešeńı použijte nějaký c-univerzálńı hešovaćı systém, neńı podstatné
který. Podstatné jsou parametry systému, tedy předevš́ım velikost oboru hod-
not.

Určete očekávanou časovou složitost algoritmu pomoćı očekávaného počtu
koliźı hodnot hešovaćı funkce. Určete prostorovou složitost.
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