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Pokročilé operace na stromech

Př́ıklad 1: Pokud si ve vnitřńıch vrcholech stromů pamatujeme r̊uzné hodnoty
(počet prvk̊u, maximum, ...), navrhněte, jak je udržovat během vyvažováńı.

Př́ıklad 2: Mějme vyhledávaćı strom ukládaj́ıćı č́ısla řazená dle kĺıč̊u. Navrhněte
operaci intervalového shiftu, která všechny hodnoty na intervalu kĺıč̊u posune
hodnoty o δ v čase O(log n).

Hint: Neńı možné skutečně změnit všechny hodnoty, použijeme metodu
ĺıného prověděńı operaćı

(+) Kterou operaci z minulého cvičeńı nelze implementovat na stromě, který
umı́ intervalový shift?

(a,b)-stromy

Př́ıklad 3: Zkuste rozmyslet, proč nastaveńı b = 2a − 1 bude mı́t horš́ı
vlastnosti než b = 2a. (Speciálně (2, 4) jsou efektivńı, ale (2, 3) nejsou)

Př́ıklad 4: Určete minimálńı a maximálńı počet prvk̊u v (a,b)-stomě hloubky
h. Ukažte, že kořen muśı mı́t povoleno mı́t měně než a syn̊u.

Př́ıklad 5: Navrhněte Merge a Split pro (a,b)-stromy v logaritmickém čase.
Merge slévá dva stromy (jeden s menš́ımi a druhý s větš́ımi hodnotami), Split
dostane pivotńı hodnotu a rozšt́ıpne strom na dva (jeden s menš́ımi a druhý s
větš́ımi hodnotami).

Př́ıklad 6: (+)Trojitá f̊uze Upravme (a,b)-stromy tak, aby při f̊uzi spojovaly
tři sousedńı uzly (namı́sto dvou), a při štěpeńı rozštěpily dva sousedńı uzly na
tři (mı́sto jednoho na dva). Najděte přesné podmı́nky pro hodnoty a, b pro které
takové schéma funguje.

(+) O kolik se zlepšilo využit́ı paměti (pokud uzly implementujeme jako pole
velikosti b)?

Amortizace

Př́ıklad 7: Ĺıné vyvažováńı (kapitola 9.4. v Pr̊uvodci) Definujme BVS, kde
si v každém vrcholu udržujeme počet prvk̊u v podstromě. Vrchol je vyvážený,
pokud oba podstromy obsahuj́ı maximálně 2/3 celkového počtu prvk̊u. Pokud je
tato podmı́nka (při Insert či Delete) porušena, najdeme nejvyšš́ı uzel ve kterém
neplat́ı, a celý jeho podstrom perfektně vyváž́ıme přebudováńım.

Definujme potenciál vrcholu jako (absolutńı) rozd́ıl ve velikostech podstromů,
potenciál stromu je součet potenciál̊u vrchol̊u (nebo 0 pokud je rozd́ıl ≤ 1)

• Ukažte, že hloubka stromu je O(log n)

• Ukažte, že Insert a Delete zvýš́ı potenciál stromu nejvýše o O(log n)

• Formálně ukažte, že amortizovaná složitost operaćı Insert a Delete je
Oa(log n) (amortizovaná složitost je definovaná jako skutečná složitost
plus změna potenciálu)
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Domáćı úkol 6:

Navrhněte úpravu nějakého vyhledávaćıho stromu tak aby kromě Find, In-
sert a Delete (v O(log n)) uměl i následuj́ıćı operace:

• Median() - vrát́ı medián všech hodnot v čase O(1). Medián na lichém
počtu prvk̊u je definován jako prostředńı prvek, na sudém počtu je to
pr̊uměr prostředńıch dvou.

• IntAvg(a,b) - vrát́ı pr̊uměr všech hodnot z intervalu < a, b > v čase
O(log n).

Hint: Pro dotazy funguj́ıćı v čase O(1) je potřeba aktuálńı hodnotu ”nějak”
pr̊uběžně udržovat. Pro intervalové dotazy v čase O(log n) je potřeba udržovat
aktuálńı hodnoty v podstromech podobně jako na cvičeńı (inspiraci můžete naj́ıt
v kapitole 4.5. v Pr̊uvodci).

Předpokládáme, že strom ukládá celá č́ısla, řazená dle hodnot (bez kĺıč̊u).
Chcete-li, můžete si představovat konkrétńı typ vyhledávaćıho stromu (AVL,
(a,b), RB, ...). Pro jednoduchost mějme hodnoty pouze v listech. Nav́ıc se nám
může hodit trik ze cvičeńı, kde si listy propoj́ıme do spojového seznamu dle
pořad́ı (a seznam udržujeme při Insert a Delete).

Operace chceme implementovat tak, aby byly přesné. Poč́ıtače neumı́ oper-
ovat s desetinnými č́ısly (můžete otestovat, že téměř vždy 0.8 + 0.2 6= 1).

Chceme zachovat složitost základńıch operaćı.
Popisovat můžete slovně, neńı vyžadován pseudokód. V řešeńı popǐste změny

v reprezentaci stromu, implementaci př́ıslušných operaćı, a změny v základńıch
operaćıch (Find,Insert,Delete), které je třeba provést. Nezapomeňte také na
úpravy ve vyvažováńı! Stručně zd̊uvodněte časovou složitost.
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