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p̌rednáška 11

Vlastńı č́ısla a vektory



Vlastńı č́ısla

λ ∈ C je vlastńı č́ıslo matice A ∈ Cn×n a x ∈ Cn, x ̸= 0 je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor,
pokud Ax = λx

geometrická interpretace – vlastńı ćıslo a vektor lin. zobrazeńı: f (x) = λx – zachováńı
směru a p̌reškálováńı

charakterizace vlastńıch č́ısel a vektor̊u

▶ λ vl. č́ıslo, pokud det (A− λIn) = 0

▶ x ̸= 0 vl. vektor, pokud x ∈ Ker(A− λIn)



Charakteristický polynom

charakteristický polynom matice A je PA(λ) = det (A− λIn)

vlastńı č́ısla A jsou právě kǒreny charakteristického polynomu PA(λ)

je-li λ vl. č́ıslo matice A, pak λ je také vl. č́ıslo A

▶ algebraická násobnost – násobnost kǒrene char. polynomu

▶ geometrická násobnost – počet lin. nezávislých vl. vektor̊u, tj. dim(Ker(A− λIn))

plat́ı alg .n.(λ) ≥ geom.n.(λ) ≥ 1

má-li matice A ∈ Cn×n vl. č́ısla λ1, . . . , λn, pak

▶ det (A) = λ1 . . . λn

▶ trace (A) = λ1 + . . .+ λn



Vlastnosti vlastńıch č́ısel

jsou-li λ1, . . . , λn vl. č́ısla matice A a x1, . . . , xn odpov́ıdaj́ıćı vl. vektory, pak

▶ A regulárńı právě tehdy, když 0 neńı mezi vl. č́ısly

▶ je-li A regulárńı, pak A−1 má vl. č́ısla λ−1
1 , . . . , λ−1

n s vl. vektory x1, . . . , xn
▶ A2 má vl. č́ısla λ2

1, . . . , λ
2
n s vl. vektory x1, . . . , xn

▶ pak αA má vl. č́ısla αλ1, . . . , αλn s vl. vektory x1, . . . , xn
▶ pak A+ βIn má vl. č́ısla λ1 + β, . . . , λn + β s vl. vektory x1, . . . , xn
▶ pak AT má vl. č́ısla λ1, . . . , λn (ale vl. vektory jsou obecně jiné)



Výpočet vlastńıch č́ısel

hledáńı vlastńıch č́ısel matice lze p̌revést na hledáńı kǒrenů polynomu a naopak

použ́ıvaj́ı se numerické metody pro výpočet vlastńıch č́ısel



Cayleyho–Hamiltonova věta

Věta
bud’ A ∈ Cn×n a PA(λ) = (−1)nλn + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0, pak

(−1)nAn + an−1A
n−1 + . . .+ a1A+ a0In = 0

Důsledek
mějme A ∈ Cn×n, potom

▶ ∀k ∈ N : Ak ∈ span(In,A,A
2, . . . ,An−1)

▶ je-li A regulárńı, pak A−1 ∈ span(In,A,A
2, . . . ,An−1)


