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Determinanty matic



Determinant

determinant čtvercové matice A ∈ Tn×n

det (A) =
∑
p∈Sn

sgn(p)a1,p(1) . . . an,p(n) =
∑
p∈Sn

sgn(p)
n∏

i=1

ai ,p(i)

det

(
a11 a12
a21 a22

)
= a11a22 − a12a21

det

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 =

{
a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32
−a11a23a32 − a13a22a31 − a12a21a33



Základńı vlastnosti determinantu

determinant a traspozice

det
(
AT

)
= det (A)

řádková linearita determinantu
Ai+b vznikne z A p̌ričteńım vektoru b k i-tému řádku,
Ai←b vznikne nahrazeńım i-tého řádku vektorem b

det (Ai+b) = det (A) + det (Ai←b)



Vliv elementárńıch úprav

vynásobeńı i-tého řádku matice A č́ıslem α (α ̸= 0)

det
(
A′
)
= α det (A)

výměna dvou řádk̊u matice A

det
(
A′
)
= −det (A)

p̌ričteńı α-násobku i-tého řádku k j-tému

det
(
A′
)
= det (A)



Důsledky

pokud má matice A dva stejné řádky, pak det (A) = 0

determinant lze poč́ıtat p̌revedeńım matice do odstupňovaného tvaru, determinant
trojúhelńıkové matice je roven součinu prvk̊u na diagonále

Věta
matice A je regulárńı právě tehdy, když det (A) ̸= 0



Multiplikativnost determiantu

Věta (Multiplikativnost determiantu)

mějme matice A,B ∈ Tn×n, pak plat́ı

det (AB) = det (A) det (B)

Důsledek
mějme regulárńı matici A ∈ Tn×n, pak plat́ı

det
(
A−1

)
= det (A)−1



Laplace̊uv rozvoj

Věta
mějme matici A ∈ Tn×n, n ≥ 2, i ∈ {1, . . . , n}, pak

det (A) =
n∑

j=1

(−1)i+jaijdet
(
Aij

)
kde Aij znač́ı matici vzniklou z A vynecháńım i-tého řádku a j-tého sloupce



Laplace̊uv rozvoj

det


2 1 −1 0
1 0 0 −2
0 2 1 −1
1 −1 1 2

 =

(−1)2+1 · 1 · det

 1 −1 0
2 1 −1

−1 1 2

+ (−1)2+4 · (−2) · det

 2 1 −1
0 2 1
1 −1 1

 =

−
(
(−1)1+1 · 1 · det

(
1 −1
1 2

)
+ (−1)1+2 · (−1) · det

(
2 −1

−1 2

))
−2

(
(−1)2+2 · 2 · det

(
2 −1
1 1

)
+ (−1)2+3 · 1 · det

(
2 1
1 −1

))
=

−(3 + 3)− 2(2 · 3− (−3)) = −24



Cramerovo pravidlo

mějme A regulárńı (čtvercovou) matici a b vektor odpov́ıdaj́ıćı délky,
pak řešeńı soustavy Ax = b splňuje

xi =
det (A∗i←b)

det (A)
, i = 1, . . . , n

kde A∗i←b je matice vzniklá z A nahrazeńım i-tého sloupce vektorem b



Geometrická interpretace determinantu

A ∈ Rm×n a uvažme rovnoběžnostěn s hranami danými řádky matice A
pak jeho objem je roven

√
det (AAT )

pro p̌ŕıpad m = n je objem |det (A) |

objem obrazu jednotkové krychle p̌ri zobrazeńı v Rn daném f (x) = Ax je |det (A) |


