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Skalárńı součin a ortogonalita



Skalárńı součin

V vektorový prostor nad R (resp. nad C), zobrazeńı ⟨·, ·⟩ : V × V 7→ R (C)
▶ ∀x ∈ V : ⟨x , x⟩ ≥ 0 a rovnost pouze pro x = 0

▶ ∀x , y , z ∈ V : ⟨x + y , z⟩ = ⟨x , z⟩+ ⟨y , z⟩
▶ ∀α ∈ R(C) ∀x , y ∈ V : ⟨αx , y⟩ = α⟨x , y⟩
▶ ∀x , y ∈ V : ⟨x , y⟩ = ⟨y , x⟩ (resp. ⟨x , y⟩ = ⟨y , x⟩)

standardńı skalárńı součin

⟨x , y⟩ =
∑n

i=1 xiyi v prostoru Rn

⟨x , y⟩ =
∑n

i=1 xiyi v prostoru Cn



Norma

norma indukovaná skalárńım součinem

||x || =
√

⟨x , x⟩

norma obecně || · || : V 7→ R
▶ ∀x ∈ V : ||x || ≥ 0 a rovnost pouze pro x = 0

▶ ∀α ∈ R(C) ∀x ∈ V : ||αx || = |α| · ||x ||
▶ ∀x , y ∈ V : ||x + y || ≤ ||x ||+ ||y ||

||x ||p = (
∑n

i=1 |xi |p)
1
p pro x ∈ Rn, p = 1, 2, . . .

p = 2 euklidovská norma, p = 1 součtová (manhattanská) norma, p → ∞ maximová
(Čebyševova) norma



Kolmost

vektory x , y ∈ V jsou kolmé, pokud ⟨x , y⟩ = 0, znač́ıme x ⊥ y

Věta (Pythagorova)

x , y ∈ V kolmé, pak ||x + y ||2 = ||x ||2 + ||y ||2

nad R plat́ı i opačná inplikace, nad C nikoli

Věta (Cauchyho–Schwarzova nerovnost)

x , y ∈ V , pak |⟨x , y⟩| ≤ ||x || · ||y ||
pro standardńı skal. součin na Rn

(
n∑

i=1

xiyi

)2

≤

(
n∑

i=1

x2i

)(
n∑

i=1

y2i

)



Ortonormálńı báze

systém vektor̊u z1, . . . , zn ∈ V je

▶ ortogonálńı, pokud ∀i ̸= j : zi ⊥ zj
▶ ortonormálńı, pokud ∀i ̸= j : zi ⊥ zj a ∀i : ||zi || = 1

je-li systém z1, . . . , zn ∈ V ortonormálńı, jsou vektory lineárně nezávislé

Věta (Fourierovy koeficienty)

je-li z1, . . . , zn ortonormálńı báze V , pak ∀x ∈ V : x =
∑n

i=1⟨x , zi ⟩zi

▶ každý kon. generovaný vektorový prostor se skal. součinem má ortonormálńı bázi

▶ každý ortonormálńı systém v kon. generovaném vektorovém prostoru lze rozš́ı̌rit
na ortonormálńı bázi



Gramova-Schmidtova ortogonalizace

vstup: x1, . . . , xn ∈ V lineárně nezávislé
algoritmus:

1. for k = 1 to n do

2. yk = xk −
∑k−1

i=1 ⟨xk , zi ⟩zi
3. zk = yk

||yk ||
4. end for

výstup: z1, . . . , zn ∈ V ortonormálńı
splňuj́ıćı ∀k ∈ {1, . . . , n} : span(x1, . . . , xk) = span(z1, . . . , zk)



Ortogonálńı doplněk

M ⊆ V , pak ortogonálńı doplněk množiny M je M⊥ = {x ∈ V |∀y ∈ M : x ⊥ y}
▶ M⊥ ⋐ V

▶ je-li M ⊆ N, pak N⊥ ⊆ M⊥

▶ M⊥ = span(M)⊥

je-li U podprostor V

▶ (U⊥)⊥ = U

▶ U ∩ U⊥ = {o}
▶ U + U⊥ = V

▶ dim(U) + dim(U⊥) = dim(V )

z1, . . . , zm ortonorm. báze U, z1, . . . , zm, . . . , zn jej́ı rozš́ı̌reńı na ortonorm. bázi V ,
pak zm+1, . . . , zn je ortonorm. báze U⊥



Ortogonálńı projekce

U ⋐ V , projekce x ∈ V do U je xU ∈ U takový, že x − xU ∈ U⊥

to je ekvivalentńı vztahu
||x − xU || = min

y∈U
||x − y ||

je-li z1, . . . , zm ortonormálńı báze U, pak

xU =
m∑
i=1

⟨x , zi ⟩zi

vektor x ′ = x − xU je projekćı x do U⊥



Ortogonálńı doplněk a projekce v maticových prostorech

pro A ∈ Rm×n je R(A)⊥ = Ker(A)

▶ Ker(ATA) = Ker(A)

▶ R(ATA) = R(A)

▶ rank(ATA) = rank(A)

Věta (Matice projekce)

mějme A ∈ Rm×n hodnosti n, pak projekce vektoru x ∈ Rm do S(A) je
x ′ = A(ATA)−1AT x



Ortogonálńı matice

Q ∈ Rn×n je ortogonálńı, pokud QTQ = In

ekvivalentńı charakteristiky

▶ QQT = In
▶ QT = Q−1

▶ QT ortogonálńı

▶ Q−1 ortogonálńı

▶ sloupce Q tvǒŕı ortonormálńı bázi Rn

▶ řádky Q tvǒŕı ortonormálńı bázi Rn

vlastnosti ortogonálńıch matic

▶ P,Q ortogonálńı (stejného řádu), pak PQ je také ortogonálńı

▶ ∀x , y ∈ Rn : ⟨Qx .Qy⟩ = ⟨x , y⟩
▶ ∀x ∈ Rn : ||Qx || = ||x ||


