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prednaska 9

Skalarni soucin a ortogonalita



Skaldrni soudin

V' vektorovy prostor nad R (resp. nad C), zobrazeni (-,-) : V x V — R (C)
» Vx € V:(x,x) >0 a rovnost pouze pro x =0
> Vx,y,ze€ Vi{x+y,z)=(x,z) +(y,2)
> Yo e R(C) Vx,y € V : (ax,y) = a(x,y)
> Wx,y € Vi {x,y) = (y,x) (resp. (x,y) = {y,x))

standardni skalarni sou&in

(x,y) = 27:1 XiYi v prostoru R”
(x,y) = 27:1 Xiyi v prostoru C"



Norma

norma indukovand skaldarnim soudinem

[Ix[[ = V/{x; x)

norma obecné || - || : V — R
» Vx € V :||x|| > 0 a rovnost pouze pro x =0
» Va € R(C) Vx € V: ||ax|| = |af - ||x]|
> Vx,y € Viix+yll < [Ix][ + Iyl

1
IIx]lp = (o1 [xilP)? prox e R", p=1,2,...
p = 2 euklidovskd norma, p = 1 sou¢tova (manhattanskd) norma, p — oo maximova
(Cebyevova) norma



Kolmost

vektory x,y € V jsou kolmé, pokud (x,y) =0, zna&ime x L y
Véta (Pythagorova)

x,y € V kolmé, pak ||x + y|[? = ||x||* + |ly[|>

nad R plati i opa¢na inplikace, nad C nikoli

Véta (Cauchyho-Schwarzova nerovnost)

x,y € V, pak [(x,y)| < [[x]| - [ly]l
pro standardni skal. sou&in na R”
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Ortonormalni baze

systém vektort z1,...,z, € V je
» ortogonadlni, pokud Vi # j : z; L z;
» ortonormalni, pokud Vi # j:z; L z;aVi:||z|| =1

je-li systém z1,...,z, € V ortonormalni, jsou vektory linearné nezavislé

Véta (Fourierovy koeficienty)
Je-li z1, ..., z, ortonormalini bdze V, pak Vx € V : x =Y 1_1(x, z})z;

P kazdy kon. generovany vektorovy prostor se skal. sou¢inem ma ortonormdlni bazi

» kazdy ortonormalni systém v kon. generovaném vektorovém prostoru lze rozsi¥it
na ortonormalni bazi



Gramova-Schmidtova ortogonalizace

vstup: x1,...,X, € V linedrné nezavislé
algoritmus:

1. for k=1 to ndo

k—1
2. Yk =Xk — iy (Xk, Zi) Zi
3. z = 2
k= Tindl

4. end for

vystup: z1,...,2, € V ortonormalni

splitujici Vk € {1,...,n} : span(xy,...,xx) = span(zi,...

7Zk)



Ortogondlni doplnék

M C V, pak ortogonalni dopln&k mno%iny M je M+ = {x € V|¥y € M: x L y}
> Mt eV
» je-li M C N, pak N+ C M+
» M+t =span(M)+

je-li U podprostor V

> (UH)t=U
> UnU* = {o}
> U+ U=V
» dim(U) + dim(U+t) = dim(V)
Zi,...,Zm ortonorm. baze U, z1,...,2zm, ..., 2z, jeji rozsifeni na ortonorm. bazi V/,

pak Zni1,...,2zn je ortonorm. baze U+



Ortogondlni projekce

U & V, projekce x € V do U je xy € U takovy, e x — xy € U+
to je ekvivalentni vztahu
[Ix = xyl| = min [|x — y||
yeu

je-li z1,..., zm ortonormdlni baze U, pak

vektor x' = x — xy je projekci x do U+



Ortogondlni doplnék a projekce v maticovych prostorech

pro A € R™" je R(A)* = Ker(A)

> Ker(ATA) = Ker(A)
> R(ATA) = R(A)
» rank(AT A) = rank(A)

Véta (Matice projekce)
mé&me A € R™*" hodnosti n, pak projekce vektoru x € R™ do S(A) je
x'= A(ATA)"LAT x



Ortogondlni matice

Q € R™" je ortogonalni, pokud QT Q = I,
ekvivalentni charakteristiky
> QRT =1,
RT =Q!
QT ortogonaln{
Q! ortogonalni

sloupce @ tvofi ortonormalni bazi R"

vVvYvyyvy

Fadky @ tvofi ortonormdlni bazi R”

vlastnosti ortogondlnich matic
» P, Q ortogonalni (stejného ¥adu), pak PQ je také ortogondini
> Vx,y € R": (@Qx.Qy) = (x,y)
> Vx e R™: ||Qx|| = ||x]|



