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Grupy a tělesa



Grupa

grupa (G , ◦), G neprázdné množina, ◦ : G × G 7→ G binárńı operace

▶ asociativita ∀a, b, c ∈ G : a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c
▶ neutrálńı prvek ∃e ∈ G∀a ∈ G : e ◦ a = a ◦ e = a

▶ inverzńı prvek ∀a ∈ G∃b ∈ G : a ◦ b = b ◦ a = e

Abelova (komutativńı) grupa

▶ komutativita ∀a, b ∈ G : a ◦ b = b ◦ a



Př́ıklady grup

▶ (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) aditivńı grupy

▶ (Zn,+) konečná grupa s prvky {0, 1, . . . , n − 1} a operaćı sč́ıtáńı modulo n

▶ (Rm×n,+) matice stejného typu se sč́ıtáńım

▶ (Q \ {0}, ·), (R \ {0}, ·), (C \ {0}, ·) multiplikativńı grupy

▶ regulárńı matice řádu n s násobeńım

▶ permutace množiny X s operaćı skládáńı zobrazeńı

posledńı dva p̌ŕıklady nejsou komutativńı



Vlastnosti grup

některé základńı vlastnosti a vztahy v grupách

▶ a ◦ c = b ◦ c implikuje a = b

▶ neutrálńı prvek e je určen jednoznačně

▶ ∀a ∈ G je jeho inverzńı prvek a−1 určen jednoznačně

▶ ∀a, b ∈ G má rovnice a ◦ x = b právě jedno řešeńı

▶ ∀a ∈ G : (a−1)−1 = a

▶ ∀a, b ∈ G : (a ◦ b)−1 = a−1 ◦ b−1

(H, ◦) je podgrupou grupy (G , ◦), pokud H ⊆ G a (H, ◦) je grupa



Permutace

symetrická grupa (Sn, ◦)

zápisy permutaćı

▶ tabulka se vzory a obrazy

p =

(
1 2 3 4 5 6
2 1 3 5 6 4

)
▶ diagram

▶ rozklad na cykly
p = (1, 2)(3)(4, 5, 6)



Znaménko permutace

Každou permutaci lze zapsat jako složeńı transpozic.

znaménko permutace p ∈ Sn
▶ sgn(p) = (−1)t , kde t je počet transpozic v zápise p

alternativně

▶ sgn(p) = (−1)n−k , kde k je počet cykl̊u

▶ sgn(p) = (−1)v , kde v je počet tzv. inverźı (dvojic i < j pro které p(i) > p(j))

vlastnosti

▶ ∀p, q ∈ Sn : sgn(p ◦ q) = sgn(p)sgn(q)

▶ ∀p ∈ Sn : sgn(p−1) = sgn(p)



Tělesa

(algebraické) těleso (T,+, ·)
▶ (T,+) Abelova grupa, neutr. prvek 0, inverzńı k a znač́ıme −a

▶ (T \ {0}, ·) Abelova grupa, neutr. prvek 1, inverzńı a−1

▶ distributivita ∀a, b, c ∈ T : a(b + c) = ab + ac

běžně použ́ıvaná tělesa Q,R,C
kvaterniony – nekomutativńı těleso

▶ ∀a ∈ T : 0a = 0

▶ ∀a ∈ T : −a = (−1)a

▶ ∀a, b ∈ T : ab = 0 ⇒ (a = 0 ∨ b = 0)



Konečná tělesa

▶ Zn s operacemi modulo n tvǒŕı těleso právě tehdy, když n je prvoč́ıslo.

▶ Konečné těleso s právě n prvky existuje právě tehdy, když n je mocninou prvoč́ısla.

▶ Pozor: existuje těleso se 4 prvky, ale neńı to Z4.

▶ Charakteriatika tělesa T je nejmenš́ı p̌rirozené n takové, že součet n kopíı prvku 1
je roven 0, p̌ŕıpadně je to 0, pokud takové n neexistuje.

▶ Charakteristika tělesa je vždy bud’ prvoč́ıslo nebo nula.

▶ Malá Fermatova věta. Bud’ p prvoč́ıslo a 0 ̸= a ∈ Zp, pak v Zp plat́ı ap−1 = 1.


