
Proseminá̌r z lineárńı algebry

p̌rednáška 3

Soustavy lineárńıch rovnic



Soustava lin. rovnic

soustava lin. rovnic (m rovnic, n neznámých)

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
...

...
...

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm



Matice soustavy

homogeńı soustava nehomogeńı soustava
Ax = 0 Ax = b
matice soustavy rozš́ı̌rená matice soustavy a11 . . . a1n

...
...

am1 . . . amn


 a11 . . . a1n b1

...
...

...
am1 . . . amn bm





Elementárńı řádkové úpravy

▶ vynásobeńı i-tého řádku nenulovým č́ıslem α

▶ p̌ričteńı i-tého řádku k j-tému

▶ prohozeńı i-tého a j-tého řádku

▶ p̌ričteńı α-násobku i-tého řádku k j-tému

neměńı množinu řešeńı dané soustavy



Matice element. úprav

provedeńı elementárńı úpravy lze realizovat jako násobeńı matićı (zleva)

vynásobeńı řádku nenulovým č́ıslem α 1
α

1


p̌ričteńı jednoho řádku k jinému 

1
1
1 1

1


posloupnost několika el. úprav odpov́ıdá vynásobeńı matićı, která je součinem
p̌ŕıslušných matic úprav



Gaussova eliminace

každou matici lze p̌revést posloupnost́ı elementárńıch úprav do odstupňovaného tvaru

homogeńı soustava:
pivot v každém sloupci ⇔ soustava má právě jedno řešeńı x = 0 ⇔ matice soustavy A
je regulárńı

nehomogeńı soustava:

▶ pivot ve sloupci pravých stran ⇔ soustava nemá řešeńı

▶ pivot v každém sloupci vyjma sloupce pravých stran ⇔ soustava má právě jedno
řešeńı

▶ pivot neńı v některém sloupci A a neńı ve sloupci pravých stran ⇔ nekonečně
mnoho řešeńı

daľśımi úpravami lze matici p̌revést do redukovaného odstupňovaného tvaru, ten je
určen jednoznačně, pozice pivot̊u se již neměńı (Gaussova–Jordanova eliminace)



Regulárńı matice

Mějme A ∈ Rm×n, pak RREF(A) = QA pro nějakou regulárńı matici Q ∈ Rm×m.

Mějme A ∈ Rn×n, pak je ekvivalentńı:

1. A je regulárńı

2. pro nějaké b ∈ Rn má soustava Ax = b jediné řešeńı

3. pro každé b ∈ Rn má soustava Ax = b jediné řešeńı

4. rank(A) = n

5. RREF(A) = I

Důsledek
Každá A ∈ Rn×n se dá vyjáďrit jako součin matic el. úprav.



Inverzńı matice

Pro A ∈ Rn×n uvažme matici (A|In) typu n × 2n.
Pokud RREF(A|In) má tvar (In|B), pak B = A−1. Jinak je A singulárńı.

 1 0 −1 1 0 0
2 −1 1 0 1 0
0 1 −2 0 0 1

 ∼

 1 0 −1 1 0 0
0 −1 3 −2 1 0
0 1 −2 0 0 1

 ∼

 1 0 −1 1 0 0
0 1 −3 2 −1 0
0 0 1 −2 1 1

 ∼

 1 0 0 −1 1 1
0 1 0 −4 2 3
0 0 1 −2 1 1




