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1 Diskrétńı náhodné veličiny

Středńı hodnota (reálné) náhodné veličiny X je

EX =
∑
ω∈Ω

X(ω)P ({ω})

Ekvivalentně lze (pro konečné, resp. spočetné pravděpodobnostńı prostory)
psát

EX =
∑

x∈Im(X)

x · P (X = x)

a pokud X nabývá pouze nezáporných celoč́ıselných hodnot, pak

EX =
∞∑
n=0

P (X > n)

Linearita středńı hodnoty

E(αX) = αEX

E(X + Y ) = EX + EY

Pokud jsou nav́ıc X a Y nezávislé, pak také

E(XY ) = EX · EY

Rozptyl náhodné veličiny X

V ar(X) = E((X − EX)2)

lze také vyjádřit jako
V ar(X) = E(X2)− E(X)2

potom σX =
√

V ar(X) se nazývá směrodatná odchylka.
Analogíı linearity středńı hodnoty je u rozptylu vztah

V ar(αX + β) = α2V ar(X)

Kovariance dvojice náhodných veličin X, Y

cov(X, Y ) = E((X − EX)(Y − EY )) = E(XY )− EX · EY

(je rovna 0, pokud jsou X, Y nezávislé).
Korelace

ρ(X, Y ) =
cov(X, Y )√

V ar(X)V ar(Y )

Pokud jsou X a Y nezávislé, je ρ = 0, obecně plat́ı −1 ≤ ρ ≤ 1.
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1.1 Př́ıklady diskrétńıch rozděleńı

Bernouliho (alternativńı) rozděleńı

Alt(p) :
P (X = 1) = p
P (X = 0) = 1− p
EX = p
V ar(X) = p(1− p)

Binomické rozděleńı
Počet úspěch̊u při n nezávislých opakováńıch téhož experimentu.

Binom(n, p) :
P (X = k) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k pro k = 0, 1, . . . , n

EX = np
V ar(X) = np(1− p)

Hypergeometrické rozděleńı
V osud́ı a b́ılých a b černých mı́čk̊u, bez vraceńı vylosuji n. Kolik z nich je

b́ılých?

Hyper(a, b, n) :

P (X = k) =
(ak)(

n
n−k)

(a+b
n )

pro k = max(0, n− b), ...min(n, a)

EX = n · a
a+b

V ar(X) = n · a
a+b

· b
a+b

· a+b−n
a+b−1

Geometrické rozděleńı
Kolikátým opakováńım dosáhnu poprvé úspěchu?

Geom(p) :
P (X = k) = (1− p)1−kp pro k = 1, 2, . . .
EX =

∑∞
n=0(1− p)n = 1

1−(1−p)
= 1

p

Poissonovo rozděleńı
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Pois(λ) :

P (X = k) = e−λ λk

k!
pro k = 0, 1, . . .

EX = λ
V ar(X) = λ

Pois(λ) je limitou Binom(n, λ
n
), n → ∞

2 Spojité náhodné veličiny

Distribučńı funkce náhodné veličiny X je FX : R → [0, 1], pro kterou plat́ı
FX(x) = P [X ≤ x].

Vlastnosti distribučńı funkce:

� FX je neklesaj́ıćı

� limx→−∞ FX(x) = 0

� limx→+∞ FX(x) = 1

Nezáporná funkce fX se nazývá hustoutou náhodné veličiny X, pokud je
FX(t) =

∫ t

−∞ fX(x) dx. Pak lze vyjádřit P [a ≤ X ≤ b] =
∫ b

a
f(x) dx.

Středńı hodnota (spoj. náh. veličiny X)

E(X) =

∫ ∞

−∞
x · fX(x) dx

(pokud tento integrál má smysl)
Rozptyl

var(X) = E((X − EX)2) = E(X2)− (EX)2

kde E(X2) =
∫∞
−∞ x2 · fX(x) dx.

Uniformńı rozděleńı na intervalu [a, b]
fX(x) =

1
b−a

pro x ∈ [a, b], jinak je fX(x) = 0
distribučńı funkce je

FX(x) =


0 x < a
x−a
b−a

a ≤ x ≤ b

1 b < x

E(X) = . . . =
b+ a

2

E(X2) = . . . =
b2 + ba+ a2

3

E(X) = . . . =
(b− a)2

12
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Exponenciálńı rozděleńı s parametrem λ > 0

FX(x) =

{
0 x < 0
1− e−λx 0 ≤ x

fX(x) =

{
0 x < 0
λ · e−λx 0 ≤ x

E(X) = . . . =
1

λ

E(X2) = . . . =
2

λ2

var(X) = . . . =
1

λ2

Normálńı rozděleńı N(µ, σ)
nejprve definujeme N(0, 1):
hustota φ(x) = 1√

2π
e−x2/2, distribučńı funkce Φ(x) nemá vzorec a lze spoč́ıtat

numericky
obecné parametry

X ∼ N(µ, σ) ↔ Z =
X − µ

σ
∼ N(0, 1)

tedy N(µ, σ) má hustotu 1
σ
φ(x−µ

σ
)

zjevně je µ středńı hodnota a σ2 rozptyl
odolnost v̊uči součtu:
Xi ∼ N(µi, σi), i = 1, . . . , k, pak X = X1 + . . .+Xk ∼ N(µ, σ),

kde µ = µ1 + . . .+ µk a σ2 = σ2
1 + . . .+ σ2

k

pravidlo 3σ:
pro X ∼ N(µ, σ)

P [|X − µ| < σ] =̇ 0.68

P [|X − µ| < 2σ] =̇ 0.95

P [|X − µ| < 3σ] =̇ 0.997
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Cauchyho rozděleńı
hustota f(x) = 1

π(1+x2)
připomı́ná (trochu rozpláclé) normálńı rozděleńı, je to

sudá funkce
distribučńı funkce je F (x) = 1

π
arctanx+ 1

2

nemá ale středńı hodnotu, nebot’
∫∞
−∞ x · f(x) dx neńı definován (výraz typu

∞−∞) i přesto, že pro libovolné kladné t je
∫ t

−t
x · f(x) dx = 0

χ2 rozděleńı
rozděleńı součtu druhých mocnin nezávislých normálně rozdělených náhod-

ných veličin, přesněji pro X1, . . . , Xk ∼ N(0, 1) má Q =
∑k

i=1 X
2
i rozděleńı χ2 s

k stupni volnosti (degrees of freedom, df), E(Q) = k, var(Q) = 2k

3 Nerovnosti a limitńı věty

Markovova nerovnost
X nezáporná reálná náhodná veličina, a > 0

P [X ≥ a] ≤ E(X)

a
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(alternativńı verze P [X ≥ t · E(X)] ≤ 1
t
, pro t ≥ 1)

Čebyševova nerovnost

P
[
|X − E(X)| ≥ a ·

√
var(X)

]
≤ 1

a2

kde a > 0

Černovova nerovnost
Xi nabývá hodnot ±1, obě s pravděpodobnost́ı 1

2
, i = 1, . . . , n

X =
∑n

i=1Xi, t > 0
pak E(X) = 0 a σ2 = var(X) = n

P [X ≤ −t] = P [X ≥ t] ≤ e
−t2

2σ2

Slabý zákon velkých č́ısel
X1, . . . , Xn stejně rozdělené nezávislé náhodné veličiny se středńı hodnotou µ

a rozptylem σ2. At’ Sn = X1+...+Xn

n
(výběrový pr̊uměr), pak pro ∀ε > 0 je

lim
n→∞

P [|Sn − µ| > ε] = 0

(použit́ım Čebyševovy nerovnosti dostaneme odhad P [|Sn − µ| > ε] ≤ σ2

nε2
)

Silný zákon velkých č́ısel
X1, . . . , Xn stejně rozdělené nezávislé náhodné veličiny se středńı hodnotou µ

a rozptylem σ2. At’ Sn = X1+...+Xn

n
, pak plat́ı

lim
n→∞

Sn = µ skoro jistě (tj. s pravděpodobnost́ı jedna)

Centrálńı limitńı věta
X1, . . . , Xn stejně rozdělené nezávislé náhodné veličiny se středńı hodnotou µ

a rozptylem σ2. At’ Yn = (X1+...+Xn)−n·µ√
nσ

. Pak Yn konverguje k N(0, 1) v distribuci,

tj. distribučńı funkce Fn = FYn má limitu limn→∞ Fn(x) = Φ(x) pro ∀x ∈ R.
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4 Cvičeńı

Př́ıklad 1:
Kouṕıme se po jednom losu ve dvou r̊uzných loteríıch. V prvńı je pravděpodob-
nost výhry 20%, ve druhé 10%. Jaká je pravděpodonost, že vyhraji v alespoň
jedné z nich?

Př́ıklad 2:
V osud́ı jsou mı́čky dvou barev, b́ılé a černé, od každé barvy stejný počet. Vylo-
suji jeden mı́ček, pod́ıvám se na něj a vrát́ım ho do osud́ı. Poté vylosuji druhý
mı́ček. Jaká je pravděpodobnost, že oba maj́ı stejnou barvu? Řešte pro tři barvy,
respktive pro dvě barvy, ale bez vraceńı prvńıho mı́čku zpět do osud́ı.

Př́ıklad 3:
Špatně seř́ızený automat vyráb́ı 30% zmetk̊u. Jaká je pravděpodobnost, že při
kontrole 3 výrobk̊u zjist́ım nejvýše 1 zmetek?

Př́ıklad 4:
V závislosti na n ∈ N určete pravděpodonost, že mezi n lidmi se najdou dva, kteř́ı
maj́ı narozeniny ve stejný den? (narozeniny = č́ıslo z množiny {1, 2, . . . , 365}
volené náhodně a uniformě)

Př́ıklad 5:
Baĺıček obsahuje n karet označených r̊uznými č́ısly. Baĺıček promı́cháme a poté
otáč́ıme karty postupně od prvńı až do k-té. Jaká je pravděpodobnost, že k-tá
otočená karta je největš́ı ze všech, jestliže ja největš́ı z dosud otočených?

Př́ıklad 6:
V učité skupině lid́ı je 55% žen a 45% muž̊u. Pro danou chorobu je pravděpodob-
nost onemocněńı u ženy 1% a u muže 5%.

a) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraná osoba trṕı touto chorobou?

b) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraná osoba trṕıćı touto chorobou
je muž?

Př́ıklad 7:
Hod́ım dvěmi kostkami a jako jev A označ́ım skutečnost, že součet hod̊u je sudý,
jako jev B označ́ım, že součet je dělitelný 3. Určete podmı́něné pravděpodobnosti
P [A|B] a P [B|A].

Př́ıklad 8:
Test nemoci je pozitivńı s pravděpodobnost́ı 99%, je-li testovaná osoba skutečně
nemocná. Testuji 30 osob, všichni z nich jsou nemocńı. Jaká je pravděpodobnost,
že test bude ve všech př́ıpadech pozitivńı?
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Př́ıklad 9:
Mějme n osud́ı, v k-tém osud́ı je k − 1 b́ılých a n − k černých mı́čk̊u (pro k =
1, 2, . . . , n). Nejprve vyberu náhodně (uniformě) jedno z osud́ı a z něj vylosuji
dva mı́čky (bez vraceńı). Jaká je pravděpodobnost, že

a) prvńı mı́ček je černý,

b) druhý mı́ček je černý,

c) druhý mı́ček je černý, jestliže prvńı je také černý.

Př́ıklad 10:
Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

a) Je-li jev A nezávislý sám na sobě, je jeho pravděpodobnost rovna 0 nebo 1.

b) Je-li P [A] rovna 0 nebo 1, je A nezávislý na libovolném jevu B.

Př́ıklad 11:
Dokažte, že pro dvě nezávislé náhodné veličiny X, Y plat́ı E(XY ) = EX · EY .

Př́ıklad 12:
V osud́ı je 200 los̊u, z nichž 10 vyhrává. Jaká je pravděpodobnost, že alespoň
jeden z 10 zakoupených los̊u bude výherńı?

Př́ıklad 13:
Máme tři šestistěné kostky. Prvńı má na všech stěnách č́ıslo 1, druhá na třech
stěnách 1 a na třech 2 a třet́ı má na dvou stěnách 1, na dvou 2 a na dvou 3.
Hod́ıme všemi třemi a spočteme součet hozených č́ısel. Určete středńı hodnotu
výsledku.

Př́ıklad 14:
Hod́ım dvěmi šestistěnými kostkami, černou a b́ılou. Jaká je pravděpodonost, že
na černé padlo větš́ı č́ıslo, než na b́ılé? Jaká je středńı hodnota součtu na obou
kostkách a středńı hodnota součinu?

Př́ıklad 15:
Lék na dané onemocněńı je účiný v 90% př́ıpad̊u. Jaká je pravděpodobnost, že
pomůže alespoň 8 nemocným z 10, kterým byl podán?

Př́ıklad 16:
V bedně je 50 výrobk̊u. Odběratel vybere náhodně 10 z nich a zkontorluje je.
Dodávku přijme, pokud žádný z testovaných neńı vadný. Jaká je pravděpodob-
nost přijet́ı dodávky, je-li ve skutečnosti v bedně 5 vadných výrobk̊u?

Př́ıklad 17:
Z 10 č́ısel v osud́ı naṕı̌si na paṕır 5, poté se vylosuje také 5 č́ısel. Určete středńı
hodnotu počtu uhodntých č́ısel.
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5 Statistika

Statistika je nejen vědńı obor, ale také má toto slovo technický význam, zname-
naj́ıćı libovolnou funkci spočtenou z náhodného výběru.

Náhodný výběr – uniformě náhodně bez vraceńı / s vraceńım
Náh. vektor X = (X1, . . . , Xn) je náhodný výběr z pravděpodobnostńıho

rozděleńı P , pokud (i) X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny a (ii) všechny
maj́ı stejné rozděleńı pravděpodobnosti P .

� bodové odhady – chceme určit hodnotu parametru (např. středńı hodnota
nějakého rozděleńı apod.)

� intervalové odhady – interval, v kterém se parametr nacháźı s určitou
pravděpodobnost́ı

� testováńı hypotéz – podporuj́ı nebo vyvracej́ı naměřená data naši hypotézu?

� regrese – závislost mezi dvěmi naměřenými veličinami

parametrické vs. neparametrické modely – hledáme model vysvětluj́ıćı na-
měřená data

� parametrické – hledáme vhodný model z určité množiny (např. předpo-
kládáme, že data jsou normálně rozdělená a hledáme parametry µ, σ pro
N(µ, σ))

� neparametrické – výběr ze všech možných distribučńıch funkćı

Geoge Box:
”
Všechny modely jsou špatné, ale některé jsou užitečné.“

6 Bodové odhady

X1, . . . , Xn náhodný výběr, ϑ parametr rozděleńı, θn odhad tohoto parametru
z náhodného výběru
středńı kvadratická chyba MSEϑ(θn) = E((θn − ϑ)2)

Výběrový pr̊uměr a rozptyl

� výběrový pr̊uměr Xn = 1
n

∑n
i=1 Xi

� výběrový rozptyl S2
n = 1

n

∑n
i=1(Xi −X)2

� výběrový rozptyl S
2

n = 1
n−1

∑n
i=1(Xi −X)2
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6.1 Metoda moment̊u

r-tý moment mr = E(Xr) , jeho odhad mr =
1
n

∑n
i=1X

r
i

pokud má hledaná statistika k parametr̊u, obvykle vyjdeme ze soustavy

mr = mr r = 1, . . . , k

Př́ıklad.
X1, . . . , Xn náhodný výběr z N(µ, σ), chceme odhadnout parametry µ, σ

m1 = µ

m2 = EX2 = var(X) + (EX)2 = σ2 + µ2

takže

µ = m1 = m1 =
X1 + . . .+Xn

n

σ2 + µ2 = m2 = m2 =
X2

1 + . . .+X2
n

n

z toho

µ =
X1 + . . .+Xn

n
= Xn

σ =
√

m2 −m2
1 =

√
X2

1 + . . .+X2
n

n
−Xn

7 Intervalové odhady

Dvojice t1 ≤ t2 určuje intervalový odhad statistiky ϑ o spolehlivosti 1−α (1−α
confidence interval), pokud P [t1 ≤ ϑ ≤ t2] ≥ 1−α. Mimo dostatečné spolehlivosti
chceme mı́t interval [t1, t2] co nejkratš́ı. Tyto požadavky jsou ale svým zp̊usobem
protich̊udné.

Nejprve se zaměř́ıme na vlastnosti normálńıho rozděleńı:

Xi ∼ N(µi, σi), i = 1, . . . , n ⇒
n∑

i=1

αiXi ∼ N(µ, σ), µ =
n∑
1

αiµi, σ
2 =

n∑
1

α2
iσ

2
i

X ∼ N(µ, σ) ⇒ U =
X − µ

σ
∼ N(0, 1)

X1, . . . , xn ∼ N(0, 1) ⇒ K =
n∑

i=1

X2
i ∼ χ2(n)

Ki ∼ χ2(ni), i = 1, . . . , k ⇒ K =
n∑

i=1

Ki ∼ χ2(n1 + . . . , nk)
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U ∼ N(0, 1), K ∼ χ2(n) ⇒ T =
U√
K/n

∼ t(n)

Ki ∼ χ2(ni), i = 1, 2 ⇒ F =
K1/n1

K2/n2

∼ F (n1, n2)

kde t(n) je Studentovo t-rozděleńı a F (n1, n2) Fischerovo rozděleńı (známá roz-
děleńı s hodnotami v tabulkách a softwareových knihovnách).

Poznamenejme na okraj, že pro F-rozděleńı bývaj́ı v tabulkách uváděny pouze
hodnoty α ≥ 0.5. Z definice je patrné, že F ∗ = K2/n2

K1/n1
= 1

F
∼∼ F (n2, n1) a tedy

F1−α(n1, n2) = 1/Fα(n2, n1).
Z výše uvedených vztah̊u lze odvodit rozděleńı výběrových statistik normál-

ńıho rozděleńı. Jsou-li X1, . . . , Xn ∼ N(µ, σ), X = Xn = 1
n

∑n
1 Xi výběrový

pr̊uměr a S
2
= S

2

n = 1
n−1

∑n
1 (Xi −X)2 výběrový rozptyl, pak

výběrový pr̊uměr X ∼ N(µ, σ/
√
n)

statistika U =
X − µ

σ

√
n ∼ N(0, 1)

statistika K =
n− 1

σ2
S
2 ∼ χ2(n− 1)

statistika T =
X − µ

S

√
n ∼ t(n− 1)

Statistiky U,K, T se nazývaj́ı pivotové statistiky, přičemž U je pivotovou stat.
pro µ při známém σ, K je pivotovou stat. pro σ2 a T je pivotovou stat. pro µ při
neznámém σ. Př́ıslušné intervalové odhady jsou následuj́ıćı.

Věta 7.1 Mějme X1, . . . , Xn náhodný výběr z N(µ, σ), přičemž σ je známá a µ
chceme odhadnout. Pro α ∈ (0, 1) mějme zα/2 takové, že Φ(zα/2) = 1 − α

2
. Pak

interval C = [Xn − zα/2 · σ/
√
n,Xn + zα/2 · σ/

√
n] je intervalovým odhadem µ o

spolehlivosti 1− α, tedy P [µ ∈ C] = 1− α.

Chceme-li odhadovat středńı hodnotu normálně rozdělené náhodné veličiny
s neznámým roptylem, použijeme statistiku T a distribučńı funkci Studentova
rozděleńı s n − 1 stupni volnosti, která se označuje Ψn−1 (a je v tabulkách a
softwareových knihovnách). Pokud bychom v tomto vzorci statistiky T nahra-

dili Sn směrodatnou odchylkou σ, pak Xn−µ
σ/

√
n
má rozděleńı N(0, 1). Jelikož Sn je

asymptotickou aproximaćı σ, bude Ψn konvergovat (s rostoućım n) k distribuci
N(0, 1).
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Věta 7.2 Mějme X1, . . . , Xn náhodný výběr z N(µ, σ), přičemž σ je neznámá a
µ chceme odhadnout. Pro α ∈ (0, 1) mějme tα/2 takové, že Ψn−1(tα/2) = 1− α

2
a

δ = tα/2 · Sn√
n
. Pak P

[
µ ∈ [Xn − δ,Xn + δ]

]
= 1− α.

Pro intervalové odhady rozptylu (resp. směrodatné odchylky) se využijeme
pivotovou statistiku K.

Věta 7.3 Necht’ X1, . . . , Xn je z normálńı distribuce a S
=
S
2

n výběrový rozptyl. At’

a, b jsou taková, že χ2(n− 1)(a) = α/2 a χ2(n− 1)(b) = 1−α/2. Pak intervalový

odhad rozptylu o spolehlivosti 1 − α je [ (n−1)S
2

a
, (n−1)S

2

b
] a směrodatné odchylky

[S ·
√

n−1
a
, S ·

√
n−1
b
].

Pokud nemáme garantované normálńı rozděleńı, lze k odhadu využ́ıt Centrálńı
limitńı věty.

Věta 7.4 Mějme X1, . . . , Xn náhodný výběr z nějakého rozděleńı, přičemž jeho
směrodatná odchylka σ je známá a středńı hodnotu µ chceme odhadnout. Pro
α ∈ (0, 1) mějme zα/2 takové, že Φ(zα/2) = 1 − α

2
. Označme Xn = X1+...+Xn

n
a

C = [Xn − zα/2 · σ/
√
n,Xn + zα/2 · σ/

√
n].

Pak limn→∞ P [µ ∈ C] = 1− α.

Na rozd́ıl od předchoźı věty zde pravděpodobnost nabývá požadované hodnoty
jen v limitě.

8 Testováńı hypotéz

Nulová hypotéza H0 (null hypothesis) – výchoźı předpoklad, že se naměřená
data shoduj́ı s modelem

Alternativńı hypotéza H1 – naplat́ı H0

výsledek testu pak může mı́t dva možné výsledky
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� přijet́ı nulové hypotézy – data jsou v souladu s naš́ım předpokladem

� zamı́tnut́ı nulové hypotézy – data odporuj́ı, model je chybný

data jsou výsledkem náhodného procesu, takže mohou nastat chyby

chyba 1. druhu (Type 1 error) – zamı́tneme H0, přestože plat́ı

chyba 2. druhu (Type 2 error) – přijmeme H0, i když neplat́ı
pravděpodobnost chyby 1. druhu se nazývá hladina významnosti testu (signifi-

cance level) – základńı parametr testu, který si obvykle můžeme nastavit (klasicky
se voĺı na úrovni 5%, R. Fisher 1925)

postup testu pak vypadá (může vypadat):

1. máme testovanou statistiku T = f(X1, . . . , Xn)

2. nastav́ıme hladinu významnosti α

3. urrč́ıme kritický obor (rejection region) W

4.
”
naměř́ıme“ data X1, . . . , Xn

5. pokud f(X1, . . . , Xn) ∈ W , zamı́tneme H0

pravděpodobnost chyby 1. druhu je (volena) P [f(X) ∈ W |H0] = α, pak pravdě-
podobnost chyby 2. druhu P [f(X) ̸∈ W |H1] = β záviśı na vlastnostech statis-
tického testu a určuje tzv. śılu testu 1− β

Základńı testy (zde pro středńı hodnotu) postupuj́ı stejně jako intervalové
odhady.

8.1 Z test

pro středńı hodnotu

Jednovýběrový test
”
Je středńı hodnota rovna µ?“

Modelem je N(µ, σ) (známe oba parametry) a otázkou je, zda dataX1, . . . , Xn

odpov́ıdaj́ı modelu se danou středńı hodnotou µ. Pokud by tomu tak bylo, pak

Z = Xn−µ
σ/

√
n
by měla distibuci N(0, 1). Na základě α ∈ (0, 1) urč́ıme zα/2 (viz. výše

u intervalových odhod̊u) a W = {x : |x| > zα/2}. H0 přijmeme, pokud Z ̸∈ W .

Dvouvýběrový test
”
Maj́ı dvě distribuce stejnou středńı hodnotu?“

X1, . . . , Xn náhodný výběr z N(µ1, σ), Y1 . . . , Ym náhodný výběr z N(µ2, σ),
přičemž rozptyl je v obou ditribućıch stejný a známý.

H0: µ1 = µ2 (H1: µ1 ̸= µ2)
pro S = Xn − Y n je, pokud plat́ı H0, středńı hdonota rovna 0 a rozptyl

var(S) = var(Xn) + var(Y m) =
σ2

n
+

σ2

m
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(z nezávislosti výběr̊u a tedy nez. veličin Xn a Y m)
Dále již postupujeme stejně jako u jednovýběrového testu, protože (při plat-

nosti H0) má Z = S

σ
√

1
n
+ 1

m

= Xn−Y m

σ
√

1
n
+ 1

m

distibuci N(0, 1). Daľśı postup (určeńı zα/2

a W ) je totožný.

Párový test
Náhodný výběr se skládá z dvojic (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn), přičemž uvnitř dvojic

nemuśı být veličiny nezávislé. Ověřujeme hypotézu, že rozd́ıl hodnot ve dvojid́ıch
je nulový, nebo obecněji roven nějaké konstantě. Tento př́ıpad převedeme na
jednovýběrový test středńı hodnoty náhodné veličiny Xi − Yi

8.2 Student̊uv T test

odstraňuje předpoklad známého rozptylu

Jednovýběrový test
”
Je středńı hodnota rovna µ?“

Nulová hypotéza předpokládá, že náhodný výběr X1, . . . , Xn pocháźı z distri-
buce N(µ, σ), kde předpokládáme znalost středńı hodnoty µ, ale neznáma σ.

Postup testu je totožný s jednovýběrovým Z testem, jen mı́sto známého roz-

ptylu σ2 použijeme jeho odhad S
2

n =
∑n

i=1(Xn−Xn)2

n−1
.

Plat́ı-li hypotéza H0, pak má T = Xn−µ

Sn/
√
n
Studentovo rozděleńı s n− 1 stupni

volnosti. Pro určeńı kritického oboru W pak mı́sto distribuce Φ použijeme Ψn−1.

Dvouvýběrový test pro shodné rozptyly
Předpokládáme, že náhodný výběr X1, . . . , Xn je z distribuce N(µ1, σ) a

Y1 . . . , Ym z distribuce N(µ2, σ), obě rozděleńı maj́ı stejný rozptyl. Ten můžeme
odhadnout

S
2
=

∑n
i=1(Xi −Xn)

2 +
∑m

i=1(Yi − Y n)
2

n+m− 2
=

(n− 1)S
2

X + (m− 1)S
2

Y

n+m− 2

a T = Xn−Y m

S
√

1
n
+ 1

m

má (pokud plat́ı H0: µ1 = µ2) distribuci Studentova rozděleńı s

n+m-2 stupni volnosti.

Dvouvýběrový test pro neshodné rozptyly

Jako odhad směrodatné odchylky použijeme SE(Xn − Y m) =

√
S
2
X

n
+ S

2
Y

m
a

T = Xn−Y m

SE(Xn−Y m)
má přibližně Studento rozděleńı, počet stupň̊u volnosti záviśı na

n,m, SX , SY a je nejvýše n+m− 2.

8.3 Test dobré shody

Na rozd́ıl od předchoźıch test̊u určených pro numerická data, je smyslem to-
hoto testu interpretovat

”
kategoriálńı data“. Umožňuje nám ověřit, zda náhodná
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veličina má dané rozděleńı u kterého přepokládáme, že generuje několik (konečně
mnoho ne nutně numerických) hodnot. Př́ıkladem může být např́ıklad test, zda
hraćı kostka háže každou z hodnot se stejnou pravděpodobnost́ı.

Model je takový, že experiment má k možných výsledk̊u s pravděpodobnostmi
p1, . . . , pk (

∑k
1 pi = 1). Opakuji n-krát pokus a označ́ım Xi počet dosažených

výsledk̊u i-tého typu. Pak tento model má multinomické rozděleńı, tedy

P [Xi = xi, i = 1, . . . , k] =

(
n

x1, . . . , xn

)
px1
1 . . . pxk

k

pro (x1, . . . , xk) splňuj́ıćı
∑k

1 xi = n. Tento vztah lze využ́ıt pro tzv. přesný test
shody pouze pro malé hodnoty n a k a neńı př́ılǐs praktický.

V obecném př́ıpadě použijeme χ2 test. Poznamejme jen, že existuj́ı i jiné
typy test̊u dobré shody, toto je základńı př́ıklad. Budeme porovnávat očekávané
četnosti v jednotlivých kategoríıch npi se skutečně pozorovanými četnostmi Xi a
spočteme statistiku

χ2 =
k∑

i=1

(Xi − npi)
2

npi

Pokud plat́ı hypotéza H0, tedy testovaná náhodná veličina má očekávané rozdě-
leńı, pak má χ2 tzv.

”
ch́ı kvadrát“ rozděleńı s k−1 stupni volnosti (toto rozděleńı

je tabulizováno). Pro danou hladinu významnosti α urč́ıme kritický obor W a H0

zamı́tneme, pokud naše hodnota χ2 ∈ W .
Uvád́ı se, že test lze použ́ıt, pokud všechny očekávané četnosti npi jsou ale-

spoň 5. Př́ıpadně se někdy v literatuře objevuje předpoklad, že alespoň 80% z
očekávaných četnost́ı je větš́ıch než 5 a všechny muśı být větš́ı než 1.

8.4 Test normality (Shapiro–Wilk 1965)

X1, . . . , Xn náhodný výběr, hypotéza H0 je, že pocháźı z normálńıho rozděleńı
N(µ, σ)

testovaná statistika (nemá žádné jméno) je

W =

(∑n
i=1 aiX(i)

)2∑n
i=1(Xi −X)2

kde X je výběrový pr̊uměr, X(i) i-té nejmenš́ı č́ıslo z X1, . . . , Xn (i-th order sta-
tistic)

(a1, . . . , an) =
mTV −1

c
, kde m = (m1, . . . ,mn)

T vektor středńıch hodnot order

statistics N(0, 1), V je kovariančńı matice m a c = ||V −1m|| =
√
mtV −1V −1m

Testovaná statistika W nabýcá hodnot od 0 do 1, přičemž 1 znamená úplnou
shodu. Prahové hodnoty pro danou hladinu významnosti α se pro statistiku W
poč́ıtaj́ı pomoćı Monte Carlo simulaćı, vektory koeficient̊u lze také určit pomoćı
simulace. Poznamenejme, že normálńı rozděleńı je spojité a př́ılǐs hrubá diskreti-
zace může tento test ovlivnit.
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8.5 ANOVA (analýza rozptylu)

Data mohou být rozdělena do několika skupin podle (jedné nebo v́ıce)
”
popisných

proměnných“ a zkoumaná č́ıselná náhodná proměnná na nich může záviset. Po-
pisné proměnné mohou být č́ıselné, ale často jsou kategoriálńı. Jako nulovou hy-
potézu budeme uvažovat, že rozděleńı do skupin nemá vliv na hodnoty náhodné
proměnné, tedy

”
ve všech skupinách má zkoumaná náh. proměnná stejnou středńı

hodnotu“.
Předpoklady použit́ı ANOVA testu:

1. náhodný výběr měřeńı, pokud možno rovnoměrně přes všechny skupiny
(četnost výskytu hodnot popisné proměnné je uniformńı),

2. v každé skupině je zkoumaná náhodná proměnná normálně rozdělená

3. a to se steným rozptylem.

Body 2 a 3 nemuśı platit striktně, ANOVA je v̊uč́ı nim částečně robustńı. Před
spuštěńım samotného testu je možné provést test předpoklad̊u (v r̊uzném software
bývá implementován, ale často se neprovád́ı automaticky).

Značeńı a výpočty

k počet skupin

ni velikost jednotlivých skupin, tj. počet vzork̊u v i-té skupině, i = 1, . . . , k

n celkový počet vzork̊u, n =
∑k

i=1 ni

xij j-tý vzorek z i-té skupiny

x výběrová středńı hodnota (celková), x =
∑

i,j xij

xi výběrová středńı hodnota ve skupině i, xi =
1
n

∑ni

j=1 xij

s2i výběrový rozptyl ve skupině i, si =
1

n−1

∑ni

j=1(xij − xi)
2

SST sum of squres total, SST =
∑k

i=1

∑ni

j=1(xij − x)2

SSG sum of sq. between groups, SSG =
∑k

i=1 ni(xi − x)2

SSE sum of sq. inside groups, SSE =
∑k

i=1

∑ni

j=1(xij − xi)
2 =

∑k
i=1(n− 1)s2i

stupně volnosti (df=degree of freedom) df(SSG) = k − 1, df(SSE) = n − k,
df(SST ) = n− 1
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MS mean of squares, MS = SS/df , tedy

MSG = SSG/(k − 1)

MSE = SSE/(n− k) =
(n1 − 1)s21 + . . .+ (nk − 1)s2k
(n1 − 1) + . . .+ (nk − 1)

F-statistika F = MSG/MSE, má tabulizovaný pr̊uběh pro dané stupně vol-
nosti k − 1 a n− k

P-value jednostranný odhad pravděpodobnosti pro F-statistiku, tj. pravděpo-
dobnost, že F je větš́ı rovna dané hodnotě, pokud je P-value menš́ı než α,
zamı́táme nulovou hypotézu

Tabulka s výsledky ANOVA testu vypadá následovně.

faktor SS df MS F P-value
Group/model SSG k-1 MSG MSG/MSE p
Error/residual SSE n-k MSE

Total SST n-1

Při zamı́tnut́ı nulové hypotézy o rovnosti středńıch hodnot v jednotlivých
skupinách lze následně provést testy porovnávaj́ıćı dvojice skupin mezi sebou.
Nejběžněǰśı je Tukeyho test, který umožňuje porovnat všechny dvojice skupin
naráz.

Vı́cefaktorová ANOVA
Pokud máme data rozdělena do skupin pomoćı dvou (př́ıpadně i v́ıce) po-

pisných proměnných lze posuzovat mı́ru vlivu těchto faktor̊u. To lze pro každý
faktor zvlášt’, ale může se stát, že vliv jednotlivých faktor̊u se jednoduše nesč́ıtá,
ale kombinuje složitěǰśım zp̊usobem. Potom provád́ıme ANOVA test se skupinami
určeným kartézským součinem obor̊u hodnout obou faktor̊u. Zde je třeba dát po-
zor na podobnou velikost skupin, pokud se faktory ovlivňuj́ı navzájem, nemuśı
být předpoklad splněn.

V tabulce (př́ıklad ńıže) uvažujeme, že faktor A má k skupin a faktor B má
ℓ skupin, SSE se poč́ıtá společně podle rozděleńı do kℓ skupin. Obvykle faktory
řad́ıme podle jejich vlivu na středńı hodnoty ve skupinách, tento vliv můžeme
odhadnout nebo použ́ıt pro každý z faktor̊u jednofaktorový ANOVA test.

faktor SS df MS F P-value
A SSA k-1 MSA MSA/MSE pA
B SSB l-1 MSB MSB/MSE pB

A×B SSAB (k-1)(l-1) MSAB MSAB/MSE pAB

Error SSE n-k MSE
Total SST n-1

Pro ilustraci uvažme analýzu platu na pohlav́ı a dosaženám vzděláńı. Fak-
tor pohlav́ı má dvě možnosti, pro vzděláńı máme tři hodnoty (bez maturity, s
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maturitou, vysokoškolské). Konkrétńı data uvádět nebudeme, ale základńı cha-
rakteristiky jsou: v každé ze šesti skupin je 5 hodnot, středńı hodnota platu je
19.7, mezi ženami 18.9 a mezi muži 20.5, při rozděleńı podle vzděláńı jsou středńı
hodnoty 14.2 (bez maturity), 17.1 (s maturitou) a 27.8 (VŠ). Nyńı se pod́ıváme
na tabulky ANOVA testu.

Provedeme-li test pro faktor pohlav́ı, výsledky mohou vypadat takto.

faktor SS df MS F P-value
pohl. 17.6 1 17.6 0.437 0.515
Error 1130.7 28 40.4

Pro faktor vzděláńı dostaneme následuj́ıćı výsledky.

faktor SS df MS F P-value
vzd. 1026 2 513 113 < 0.001
Error 122 27 4.52

Pokud provedeme dvoufaktorový test, bude výsledená tabulka takováto.

faktor SS df MS F P-value
vzd. 1026.20 2 513.10 121.68 < 0.001
pohl. 17.63 1 17.63 4.78 0.052
oba 3.27 2 1.63 0.39 0.683
Error 101.20 24 4.22

Nejprve voĺıme hladinu významnosti a to tradičně α = 0.05. Při interpretaci
výsledku postupujeme odspodu a hledáme nejjednodušš́ı, ale data vysvětluj́ıćı
model. Protože P-value na řádku s kombinaćı obou faktor̊u je větš́ı než α, lze
přijmout nulovou hypotézu, respektive zamı́tnout alternativńı hypotézu, že

”
kom-

binace obou faktor̊u je nutná k popisu modelu“. Na daľśım řádku pro faktor po-
hlav́ı je P-value opět větš́ı než α, i když v tomto př́ıpadě jen o málo. T́ım pádem
můžeme též zamı́tnout vliv pohlav́ı na středńı hodnotu platu a zbývá nám pouze
faktor vzděláńı s P-value menš́ı než α, kde zamı́tneme nulovou hypotézu (tedy
vzděláńı má podstatný vliv na výši platu). Kdyby na řádku s faktorem pohlav́ı
byla též hodnota menš́ı než α použili bysme model s aditivńım vlivem obou fak-
tor̊u (jak vzděláńı tak pohlav́ı by mělo určitý vliv na plat a tyt vlivy by se ve
výsledku sč́ıtali).

8.6 Leven̊uv test homogenity rozptyl̊u

Při některých testech je součást́ı předpoklad̊u rovnost rozptyl̊u pro dvě nebo v́ıce
skupin, do kterých náhodný výběr rozděĺıme (např. ANOVA). Předpokládáme,
že v každé skupině jsou data normálně rozdělená s nějakou středńı hodnotou a
hypotéza H0 je, že všechny skupiny maj́ı stejný rozptyl.

Jde v podstatě o jednoduchý ANOVA test pro náhodnou veličinu Zij defino-
vanou následovně: máme náhodný výběr Xij, označuj́ıćı j-tý prvek ze skupiny i
z toho Zij = |Xij −X i|, kde X i =

1
ni

∑ni

j=1 Xij (výběrový pr̊uměr i-té skupiny).
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(Pozn.: Někdy se mı́sto X i použ́ıvá X̃i medián i-té skupiny. Tato varianta se
nazývá Brown–Forsyth̊uv test a funguje lépe např. pro χ2 rozděleńı.)

Test tedy vypadá následovně:

k = počet skupin

ni = velikost i–té skupiny

N =
k∑

i=1

ni

Zi =
1

ni

ni∑
j=1

Zij

Z =
1

N

k∑
i=1

ni∑
j=1

Zij

W =

∑k
i=1 ni(Zi − Z)2∑k

i=1

∑ni

j=1(Zij − Zi)2
· N − k

k − 1

Statistika W má (přibližně) F -distirbudi s k − 1 a N − k stupni volnosti.
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9 Př́ıklady

Př́ıklad 1:
Ve skupině deseti studentu byla změřena jejich výška (v centimetrech) a hmotnost
(v kilogramech). Spočtěte korelaci mezi těmito dvěma náhodnými veličinami,
pokud výsledky měřěńı byly následuj́ıćı:

výška (cm) 151 154 165 146 158 172 142 169 176 138
váha (kg) 43 48 56 42 55 54 44 49 55 38

Řešeńı: Pro výpočet korelace ρ(X, Y ) = cov(X,Y )√
var(X)var(Y )

použijeme odhady střed-

ńı hodnoty X = 1
n

∑
i=1 nXi, rozptylu S

2

X = 1
n−1

∑
i=1 n(Xi − X)2 (analogicky

pro druhou náh. proměnnou Y ) a kovariance 1
n−1

∑
i=1 n(Xi − X)(Yi − Y ). Jak

odhady rozptyl̊u tak kovariance maj́ı shodný multiplikativńı faktor 1
n−1

, který lze

po dosazeni vykrátit a můžeme př́ımo poč́ıtat ρ(X, Y ) =
∑

(Xi−X)(Yi−Y )√∑
(Xi−X)2

∑
(Yi−Y )2

.

Potřebné výpočty lze provést automaticky pomoćı vhodného statistického
software, my si je zde shrneme do tabulky.

Xi Yi Xi −X Yi − Y var(X) var(Y ) cov(X, Y )
151 43 −6.1 −5.4 37.21 29.16 32.94
154 48 −3.1 −0.4 9.61 0.16 1.24
165 56 7.9 7.6 62.41 57.76 60.04
146 42 −11.1 −6.4 123.21 40.96 71.04
158 55 0.9 6.6 0.81 43.56 5.94
172 54 14.9 5.6 222.01 31.36 83.44
142 44 −15.1 −4.4 228.01 19.36 66.44
169 49 11.9 0.6 141.61 0.36 7.14
176 55 18.9 6.6 357.21 43.56 124.74
138 38 −19.1 −10.4 364.81 108.16 198.64

součet 1571 484 1546.9 374.4 651.6
výběr. odhad 157.1 48.4 171.9 41.6 72.4

Z hodnot pak spočteme korelaci ρ = 651.6√
1546.9·374.4 = 0.856. To znamená poměrně

výraznou pozitivńı korelaci mezi náhodnými veličinami (ρ > 0 pozitivńı korelace
znamenajj́ıćı, že

”
vyšš́ı hodnota X vede k vyšš́ı hodnotě Y “, ρ < 0 negativńı

korelace,
”
vyšš́ı hodnota X vede k nižš́ı hodnotě Y “).

Př́ıklad 2:
Letecká společnost odhadovala množstv́ı pasažér̊u na určitém letu. Z dat źıska-
ných v jednom měśıci za 20 let̊u spočetla, že pr̊uměrný počet pasažér̊u byl 112
a výběrový rozptyl 25. Určete 95% oboustraný interval spolehlivosti pro středńı
hodnotu počtu pasažér̊u.
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Řešeńı: Protože máme k dispozici výběrové odhady středńı hodnoty a rozptylu,
použijeme distribuci Studentova rozděleńı s n − 1 stupni volnosti. Urč́ıme δ =
tα/2 · S√

n
a interval spolehlivosti C = [X − δ,X + δ]. Konkrétně zde použijeme

hodnoty n = 20, α = 0.05, X = 112 a S =
√
25 = 5, urč́ıme tα/2 = 2.093 ze

Studentova rozděleńı s 19 stupni volnosti, dosad́ıme a spočteme δ = 2.34. Z toho
C = [109.66, 114.34].

Př́ıklad 3:
Při měřeńı el. odporu kabelu byly źıskány následuj́ıćı hodnoty (v ohmech): 0.139,
0.144, 0.139, 0.140, 0.136, 0.143, 0.141, 0.136. Předpokládejme, že naměřené hod-
noty jsou realizaćı náhodné veličiny s normálńım rozděleńım s neznámou středńı
hodnotou a rozptylem. Odhadněte tyto parametry a určete 95% interval spohli-
vosti pro středńı hodnotu.

Řešeńı: Budeme postupovat obdobně jako v předchoźım př́ıkladu, jen nejprve
muśıme spoč́ıtat výběrový pr̊uměr a rozptyl, tedy X = 1

n

∑n
i=1 Xi = 0, 13975,

S
2
= 1

n−1

∑n
i=1(Xi −X)2 = 8.5 · 10−6.

Pro n = 8 a α = 0.05 urč́ıme tα/2 = 2.365 ze Studentova rozděleńı se 7 stupni
volnosti, dosad́ıme a spočteme δ = 0.00244 a C = [0.13731, 0, 14219].

Př́ıklad 4:
Při řezáńı metrových prken na pile byly naměřeny tyto hodnoty (v mm): 992,
1010, 1005, 996, 998, 1000, 1003, 999, 1000, 997. Odhadněte směrodatnou odchylku
a určete 90% inteval spolehlivosti pro tento odhad.

Řešeńı: Pro odhad rozptylu normálně rozdělené veličiny (považujme, že naše
měřeńı je z normálńı distribuce) se použije χ2 rozděleńı (s n− 1 stupni volnosti).

Pokud je S
2
výběrový rozptyl, pak (1−α) interval spolehlivosti urč́ıme následovně.

At’ a, b jsou taková, že χ2(a, n−1) = α/2 a χ2(b, n−1) = 1−α/2. Pak intervalový

odhad rozptylu je [ (n−1)S
2

a
, (n−1)S

2

b
] a směrodatné odchylky [S ·

√
n−1
a
, S ·

√
n−1
b
].

S hodnotami v zadáńı máme n = 10, α = 0.1 a urč́ıme a = 16, 919, b = 3, 325
(z tabulek pro χ2 rozděleńı s 9 stupni volnosti). Pak 90% interval spolehlivosti
pro rozptyl je [13.476, 68, 571] a pro směrodatnou odchylku [3.671, 8.281].

Př́ıklad 5:
Máme šestistěnou hraćı kostku a chceme ověřit, zda je férová, tedy že každé z č́ısel
padá se stejnou pravděpodobnost́ı. Provedeme 60 hod̊u a dosáhneme náseduj́ıćıch
frekvenćı výsledk̊u

výsledek 1 2 3 4 5 6
četnost 12 7 7 8 18 8

Fakt, že 18-krát padla pětka nám přijde podezřelý. Je možné zamı́tnou hypotézu
férové kostky na hladině významnosti 95%?

Řešeńı: Při 60 hodech kostkou jsou učekávané četnosti pro všechny hodnoty
rovny 10. Ty porovnáme s výsledky pokusu, kde jako Xi označ́ıme skutečnou
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četnost výsledku i, pomoćı testu dobré schody. Pro hladinu významnosti 95%
máme α = 0.05. Spočteme

χ2 =
6∑

i=1

(X1 − 10)2

10
= 9.4

přičemž počet stupň̊u volnosti je 5. To odpov́ıdá P-value p = 0.094. Protože
p > α, přij́ımáme nulovou hypotézu a kostku lze považovat za férovou.

Poznamenejme na závěr, že hraničńı hodnota P-value pro hladinu význam-
nosti 95% a 5 stupň̊u volnosti by byla χ2 = 11.07.

Př́ıklad 6:
Máme dva pytĺıky s kuličkami, jeden s 80 b́ılými a 20 černými kuličkami (pytĺık
A) a druhý s 30 b́ılými a 70 černými kuličkami (pytĺık B). Máme jeden z nich a
provedeme následuj́ıćı test: vylosujeme z něho postupně 10 kuliček (s vraceńım)
a pokud jich je alespň k b́ılých, přijmeme hypotézu, že je to pytĺık A, pokud jich
je méně než k, tuto hypotézu odmı́tneme.

V závislosti na parametru k určete pravděpodobnost chyby prvńıho a druhého
druhu a najděte k pro které je test vyvážený, tj. pravděpodobnost chyby prvńıho
a druhého druhu je (približně) stejná.

Řešeńı: Označme Y náhodnou veličinu rovnou počtu b́ılých kuliček, které v n
taźıch (n = 10 v našem př́ıkladu) vylosujeme, Y ∈ {0, 1, . . . , n}. Náhodná veličina
Y má binomické rozděleńı s parametry n, p, kde pA = 0.8 a pB = 0.3.

P (Y = y) =

(
n

y

)
py(1− p)n−y , y = 0, 1, . . . , n
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αk = P (Y < k|H0) =
k−1∑
i=0

(
n

i

)
piA(1− pA)

n−i

βk = P (Y ≥ k|H1) =
n∑

i=k

(
n

i

)
piB(1− pB)

n−i

Př́ıklad 7:
Máme připravené tři r̊uzné verze ṕısemky, označené A,B,C, a chceme otesto-
vat, zda jsou stejně obt́ıžné. Ve skupině je celkem 33 student̊u, které náhodně
rozděĺıme do tř́ı skupin po 11 a každá skupina naṕı̌se jeden test. Výsledky test̊u
jsou následuj́ıćı:

A 1, 2, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 6, 7
B 2, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 7, 8
C 3, 4, 5, 5, 6, 6, 6, 7, 7, 8, 9

Na hladině významnosti 90% proved’te vhodný test na určeńı rovnosti střed-
ńıch hodnot výsledk̊u všech tř́ı verźı ṕısemky.

Řešeńı: Nejprve spočteme odhady parametr̊u rozděleńı pro jednotlivé testy.
Výběrové pr̊uměry jsou

XA = 4 XB = 5 XC = 6

a výběrové rozptyly

S
2

A = S
2

B = S
2

C = 3

Můžeme tedy předpokládat rovnost rozptyl̊u.
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Prvńı možnost́ı je pro každou dvojici skupin provést dvouvýběrový t-test se
shodnými rozptyly. Pro skupiny A–B bude vypadat výpočet následovně

tAB =
XA −XB

S
√

1
nA

+ 1
nB

=
4− 5

√
3 ·

√
1
11

+ 1
11

.
= 1.35

To při dfAB = (nA−1)+(nB−1) = 20 stupńıch volnosti odpov́ıdá pAB = 0.191 >
α = 0.1. Hypotézu o rovnosti středńıch hodnot (na hladině významnosti 90%)
přij́ımáme.

Při porovnáńı skupin B–C dostaneme stejné výsledky tBC
.
= 1.35, pBC =

0.191 > α. Při porovnáńı A–C je dvojnásobný čitatel zlomku a tak vyjde TAC
.
=

2.71 s p = 0.014 < α a zde nulovou hypotéza zamı́táme.
Druhou možnost́ı je porovnat vše najednou pomoćı ANOVA testu. Potřebuje

ještě pr̊uměr celého výběru X = 5 a spočtem dále

SSG =
∑

i=A,B,C

ni · (X i −X)2 = 11 · (−1)2 + 11 · 02 + 11 · 12 = 22

df = k − 1 = 2

MSG = SSG/df = 11

SSE =
∑

i=A,B,C

ni∑
j=1

(Xij −X i)
2 =

∑
i=A,B,C

(ni − 1)S
2

i =

= 10 · 3 + 10 · 3 + 10 · 3 = 90

df = n− k = 30

MSE = SSE/df = 3

F =
MSG

MSE
=

11

3
.
= 3.67

p
.
= 0.038

Protože je hodnota p < α, zamı́táme hypotézu o rovnosti středńıch hodnot všech
tř́ı skupin. Pro porovnáńı dvojic skupin lze mı́sto výše uvedeného t-testu použ́ıt
některý post hoc test, které se ve statistických programech nab́ızej́ı (např. Tu-
key).
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