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1 Diskrétni ndhodné veli¢iny
Stfedni hodnota (redlné) ndhodné veliciny X je
EX =) X(w)P({w})
wes

Ekvivalentné lze (pro konecné, resp. spocetné pravdépodobnostni prostory)
psat
EX= Y z-P(X=u)

zeIm(X)

a pokud X nabyva pouze nezapornych celoc¢iselnych hodnot, pak
EX =Y P(X >n)
n=0
Linearita stiedni hodnoty

E(aX) = aFX
E(X+Y) = EX+EY

Pokud jsou navic X a Y nezavislé, pak také
E(XY)=EX-EY
Rozptyl ndhodné veliciny X
Var(X) = B(X — EX)?)

lze také vyjadrit jako
Var(X) = B(X?) — BE(X)?

potom ox = /Var(X) se nazyva smérodatnd odchylka.
Analogif linearity stfedni hodnoty je u rozptylu vztah

Var(aX + ) = o*Var(X)
Kovariance dvojice nahodnych veli¢in X, Y
cou(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY)) = E(XY) — EX - EY
(je rovna 0, pokud jsou X,Y nezéavislé).

Korelace
cov(X,Y)

X, Y
Al )= VVar(X)Var(Y)
Pokud jsou X a Y nezavislé, je p = 0, obecné plati —1 < p < 1.
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1.1 Priklady diskrétnich rozdéleni

Bernouliho (alternativni) rozdéleni

Alt(p) :
P(X=1)=p
P(X=0=1-p
EX =p

Var(X) = p(1 —p)

Binomické rozdéleni
Pocet uspéchu pri n nezavislych opakovanich téhoz experimentu.

Binom(n,p) :
P(X=k)=()pr*Q—p"Fprok=0,1,...,n
EX =np

Var(X) =np(1 —p)

Hypergeometrické rozdéleni
V osudi a bilych a b ¢ernych micku, bez vraceni vylosuji n. Kolik z nich je

bilych?
Hyper(a,b,n) :
P(X =k)= (Z()(f;—l)k)

. _a b atb—n
VGT(X)_H a+b a+b a+b—1

pro k = max(0,n — b),...min(n, a)

Geometrické rozdéleni
Kolikatym opakovanim dosahnu poprvé tspéchu?

Geom(p) :
P(X =k)=(1-p)*pprok =12, ..
EX = Z;O:O(l —p)n = 1—(}—12) - 117

Poissonovo rozdéleni



Pois(\) :
P(X:k):e_’”k—]; pro k=0,1,...

EX =\
Var(X) =\
Pois()) je limitou Binom(n,2), n — oo

2 Spojité nahodné velic¢iny
Distribuéni funkce ndhodné veliciny X je Fy : R — [0,1], pro kterou plati

Fx(z)=P[X <z].
Vlastnosti distribu¢ni funkce:

e [y je neklesajici
o lim, , o Fx(z)=0
e lim, , o Fx(z)=1

Nezaporna funkce fy se nazyva hustoutou nahodné veliciny X, pokud je
Fx(t) = ffoo fx(z) dz. Pak lze vyjadiit Pla < X < b| = ff f(z) dx.
Stredni hodnota (spoj. nah. veliciny X)

B0 = [ o fxla) da

(pokud tento integral ma smysl)
Rozptyl
var(X) = E((X — EX)?) = E(X?) — (EX)?
kde E(X?) = [7_2?- fx(z) dz.
Uniformni rozdéleni na intervalu [a, 0]

fx(x) = 3= pro z € [a,b], jinak je fx(z) =0
distribuc¢ni funkce je

0 r<a
Fx(x) = T a<z<b
1 b<ux
b+a
EX) = ...= 5
2 2
E(XQ) = _.:MTQM
(b—a)?
EX) = ...= 1



Exponencialni rozdéleni s parametrem A > 0

0 z <0
Fx(z) = {1—6_’\9” 0<zx

0 x <0
fe = {3 w020

€

BX) = =

B(X) = =
var(X) = :é

Normalni rozdéleni N (u, o)

nejprve definujeme N (0, 1):

hustota ¢(x) = \/%76_962/ 2 distribuéni funkce ® () nema vzorec a lze spocitat
numericky

obecné parametry

X ~N(p,0)+ Z="—"L~N(0,1)

tedy N(p,0) méd hustotu Z¢p(=£)
zjevné je u stfedni hodnota a o
odolnost vuci souctu:
Xi ~ N(ui,00),i=1,... )k, pak X = X3+ ...+ Xy ~ N(u,0),
kde p=p1+ ...+ aoc?=02+...+ 0
pravidlo 3o:
pro X ~ N(u, o)

2 rozptyl

P[IX —pul <o] = 068
P[IX —pul <20] = 0.95
P[|IX — | <30] = 0.997

Normalnf rozdélenf
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Cauchyho rozdéleni

hustota f(z) = m pripomind (trochu rozpldclé) normélni rozdéleni, je to
suda funkce

distribu¢ni funkce je F(z) = T arctanz + §

nemé ale stfedni hodnotu, nebot ffooo x - f(x) dz neni definovén (vyraz typu

00 — 00) i presto, ze pro libovolné kladné t je fft - f(x)de =0
x? rozdéleni

rozdéleni souc¢tu druhych mocnin nezavislych normélné rozdélenych néhod-
nych veli¢in, pfesnéji pro Xq,..., X, ~ N(0,1) md Q = Zle X? rozdéleni x? s
k stupni volnosti (degrees of freedom, df), E(Q) = k,var(Q) = 2k

Chi~2 rozdéleni Chi~2 rozdéleni
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3 Nerovnosti a limitni véty

Markovova nerovnost
X nezaporna realna nahodna veli¢ina, a > 0

BE(X)

P[X >a] <



(alternativn{ verze P [X >¢- E(X)] < 1, prot > 1)
Cebyéevova nerovnost
1
PlIX-EX)|>a- var(X)} < —
a

kde a > 0

Cernovova nerovnost
X; nabyva hodnot £1, obé s pravdépodobnosti %, 1=1,...,n
X=>" X;,t>0

pak E(X)=0ac*=var(X)=n

,tQ

PIX<—t]=P[X>{]<ew?

Slaby zakon velkych ¢isel
X1, ..., X, stejné rozdélené nezavislé ndhodné veli¢iny se stfedni hodnotou u
a rozptylem o2, At S, = 212X (vghérovy pramér), pak pro Ve > 0 je
lim P[|S, —u| >¢]=0

n—oo

(pouzitim Cebysevovy nerovnosti dostaneme odhad P [|S,, — u| > €] < %)
Silny zakon velkych ¢isel

Xy, ..., X, stejné rozdélené nezavislé nahodné veliciny se sttedni hodnotou p
a rozptylem o2, At S, = 1+=tXn pak plati

lim S,, = p skoro jisté (tj. s pravdépodobnosti jedna)

n—oo

Centralni limitni véta

Xi,..., X, stejné rozdélené nezavislé ndhodné veliciny se stfedni hodnotou pu
arozptylem 2. ALY, = WJ}% Pak Y,, konverguje k N(0, 1) v distribuci,

tj. distribu¢ni funkce F,, = Fy, m4 limitu lim,,_,,, F,,(z) = ®(z) pro Vz € R.



4 Cviceni

Priklad 1:

Koupime se po jednom losu ve dvou ruznych loteriich. V prvni je pravdépodob-
nost vyhry 20%, ve druhé 10%. Jaka je pravdépodonost, ze vyhraji v alespon
jedné z nich?

Priklad 2:

V osudi jsou micky dvou barev, bilé a cerné, od kazdé barvy stejny pocet. Vylo-
suji jeden micek, podivam se na néj a vratim ho do osudi. Poté vylosuji druhy
micek. Jakd je pravdépodobnost, ze oba maji stejnou barvu? Reste pro tii barvy,
respktive pro dvé barvy, ale bez vraceni prvniho micku zpét do osudi.

Priklad 3:
Spatné sefizeny automat vyrabi 30% zmetku. Jaka je pravdépodobnost, ze pii
kontrole 3 vyrobku zjistim nejvyse 1 zmetek?

Priklad 4:
V zéavislosti na n € N urcete pravdépodonost, ze mezi n lidmi se najdou dva, kteri
maji narozeniny ve stejny den? (narozeniny = ¢islo z mnoziny {1,2,...,365}

volené ndhodné a uniformé)

Priklad 5:

Balicek obsahuje n karet oznacenych ruznymi ¢isly. Balicek promichdme a poté
otacime karty postupné od prvni az do k-té. Jaka je pravdépodobnost, ze k-ta
otocena karta je nejvétsi ze vSech, jestlize ja nejvétsi z dosud otocenych?
Priklad 6:

V ucité skupiné lidi je 55% zen a 45% muzu. Pro danou chorobu je pravdépodob-
nost onemocnéni u zeny 1% a u muze 5%.

a) Jakd je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrand osoba trpi touto chorobou?

b) Jaka je pravdépodobnost, ze nahodné vybrand osoba trpici touto chorobou
je muz?

Priklad 7:
Hodim dvémi kostkami a jako jev A oznacim skutecnost, ze soucet hodu je sudy,

jako jev B oznacim, ze soucet je délitelny 3. Urcete podminéné pravdépodobnosti
P[A|B] a P[B|A].

Priklad 8:

Test nemoci je pozitivni s pravdépodobnosti 99%, je-li testovand osoba skutecné

nemocnd. Testuji 30 osob, vSichni z nich jsou nemocni. Jaka je pravdépodobnost,
ze test bude ve vSech pripadech pozitivni?



Priiklad 9:

Méjme n osudi, v k-tém osudi je k — 1 bilych a n — k ¢ernych micku (pro k =
1,2,...,n). Nejprve vyberu ndhodné (uniformé) jedno z osudi a z néj vylosuji
dva micky (bez vraceni). Jaka je pravdépodobnost, ze

a) prvni micek je ¢erny,
b) druhy micek je cerny,

c¢) druhy micek je cerny, jestlize prvni je také cerny.

Priklad 10:
Dokazte nasledujici tvrzeni.

a) Je-li jev A nezavisly sdm na sobé, je jeho pravdépodobnost rovna 0 nebo 1.

b) Je-li P[A] rovna 0 nebo 1, je A nezdvisly na libovolném jevu B.

Priklad 11:
Dokazte, ze pro dvé nezavislé nahodné veliciny X, Y plati E(XY) = EX - EY.

Priklad 12:
V osudi je 200 losu, z nichz 10 vyhrava. Jaka je pravdépodobnost, ze alespon
jeden z 10 zakoupenych losu bude vyherni?

Priklad 13:

Mame tfi Sestisténé kostky. Prvni ma na vsSech sténach ¢islo 1, druhd na tirech
sténach 1 a na tfech 2 a tfeti ma na dvou sténach 1, na dvou 2 a na dvou 3.
Hodime vSemi tfemi a spoc¢teme soucet hozenych ¢isel. Urcete stiedni hodnotu
vysledku.

Priklad 14:

Hodim dvémi Sestisténymi kostkami, ¢ernou a bilou. Jaka je pravdépodonost, ze
na ¢erné padlo vétsi ¢islo, nez na bilé? Jaka je stiedni hodnota souctu na obou
kostkach a stredni hodnota soucinu?

Priklad 15:

Lék na dané onemocnéni je uc¢iny v 90% pripadu. Jaka je pravdépodobnost, ze
pomuze alespon 8 nemocnym z 10, kterym byl podan?

Priklad 16:

V bedné je 50 vyrobku. Odbératel vybere ndhodné 10 z nich a zkontorluje je.

Dodavku ptijme, pokud zadny z testovanych neni vadny. Jaka je pravdépodob-
nost prijeti dodavky, je-li ve skutecnosti v bedné 5 vadnych vyrobku?

Priklad 17:
Z 10 cisel v osudi napisi na papir 5, poté se vylosuje také 5 cisel. Urcete stredni
hodnotu poétu uhodntych ¢éisel.



5 Statistika

Statistika je nejen védni obor, ale také ma toto slovo technicky vyznam, zname-
najici libovolnou funkci spoc¢tenou z ndhodného vybeéru.

Néhodny vybér — uniformé ndhodné bez vraceni / s vracenim

Néh. vektor X = (Xj,...,X,) je ndhodny vybér z pravdépodobnostniho
rozdéleni P, pokud (i) X7, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veliciny a (ii) vSechny
maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti P.

e bodové odhady — chceme urcit hodnotu parametru (napt. stfedni hodnota
néjakého rozdéleni apod.)

e intervalové odhady — interval, v kterém se parametr nachézi s urcitou
pravdépodobnosti

e testovani hypotéz — podporuji nebo vyvraceji namérena data nasi hypotézu?
e regrese — zavislost mezi dvémi namérenymi velicinami
parametrické vs. neparametrické modely — hleddme model vysvétlujici na-
meérend data

e parametrické — hleddme vhodny model z ur¢ité mnoziny (napi. predpo-
kladame, ze data jsou normalné rozdélena a hleddame parametry p,o pro
N(p,0))

e neparametrické — vybér ze vSech moznych distribu¢nich funkei

Geoge Box: ,,VSechny modely jsou Spatné, ale nékteré jsou uzitecné.“

6 Bodové odhady

Xq,..., X, ndhodny vybér, ¥ parametr rozdéleni, #,, odhad tohoto parametru

z ndhodného vybéru
stiedn{ kvadraticka chyba MSFEy(0,) = E((0, — 9)?)

Vybérovy priumér a rozptyl
e vybérovy prumér X, = 13" X
e vybérovy rozptyl 52 = L3  (X; — X)?

e vybérovy rozptyl ?i = ﬁ S (X — X)?
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6.1 Metoda momentu

r-ty moment m, = E(X") , jeho odhad m, = £ 31" | X7
pokud ma hledana statistika k parametru, obvykle vyjdeme ze soustavy

Priklad.
X1, ..., X, ndhodny vybér z N(u, o), chceme odhadnout parametry pu, o

m = u
my = EX?=wvar(X)+ (EX)?=0"+

takze
_ X +...+X,
L= mi=mp =
n
5 o X2+, +X2
o+ u = Mg = My
n
7 toho
X 4 X, =
o= 1+ + _X,
n
X2+ ... 4+X2
T = mg—m%:\/ et X,
n

7 Intervalové odhady

Dvojice t; <ty urcuje intervalovy odhad statistiky 9 o spolehlivosti 1 —«a (1 — «
confidence interval), pokud P [t; < ¢ < t5] > 1—a. Mimo dostatecné spolehlivosti
chceme mit interval [t1, t5] co nejkratsi. Tyto pozadavky jsou ale svym zpusobem
protichudné.

Nejprve se zamétrime na vlastnosti normalniho rozdéleni:

X; ~ N(pi,04),i=1,...,n = ZaX N(p, o), p ZO%,M“U —Zafaf

i=1
—
g

X
X ~N(p,0) = U= ~ N(0,1)

Xi @~ N(01) = K= X2~ *(n)

i=1

Kiwxz(ni),izl,...,kz = K:ZKiwxz(n1+...,nk)

=1
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U~ N(O,1), K ~y2(n) = T=—ae ~t(n)

VE/n
Kl/nl
KQ/nQ

KiNXQ(ni),i:1,2 = F= ~ F(ny,ns)

kde t(n) je Studentovo t-rozdéleni a F'(nq,ny) Fischerovo rozdéleni (zndmé roz-
déleni s hodnotami v tabulkach a softwareovych knihovnéch).

Poznamenejme na okraj, ze pro F-rozdéleni byvaji v tabulkach uvadény pouze
hodnoty a > 0.5. Z definice je patrné, ze F* = ??Zi = % ~r~ F(ng,ny) a tedy
Fy_a(n1,ng) = 1/Fy(ng, na).

Z vyse uvedenych vztahu lze odvodit rozdéleni vybérovych statistik normal-
ntho rozdéleni. Jsou-li Xi,..., X, ~ N(p,0), X = X, = %Z? X; vybérovy
primér a 5 = gi = L S1(X; — X)? vybérovy rozptyl, pak

vybérovy prumér X ~ N(u,0/v/n)
statistika U= XU_ 'u\/ﬁ ~ N(0,1)
statistika K = na_z 1§2 ~xi(n—1)
X—p

statistika T = 5 Vn~t(n—1)

Statistiky U, K,T' se nazyvaji pivotové statistiky, pricemz U je pivotovou stat.
pro 4 pii zndmém o, K je pivotovou stat. pro o2 a T je pivotovou stat. pro p pii
neznamém o. Piislusné intervalové odhady jsou nasledujici.

Véta 7.1 Méjme Xy, ..., X, ndhodny viybér z N(u, o), pricemz o je znamd a p
chceme odhadnout. Pro o € (0,1) méjme 2472 takové, Ze ®(z4/2) = 1 — §. Pak
interval C = [X,, — Zaj2 - O/\/N, X, + Zayj2 - 0/\/n] je intervalovgm odhadem i o
spolehlivosti 1 — a, tedy Pp € C]=1— a.

Chceme-li odhadovat stfedni hodnotu normalné rozdélené ndhodné veliciny
s neznamym roptylem, pouzijeme statistiku 7" a distribu¢ni funkci Studentova
rozdéleni s n — 1 stupni volnosti, kterd se oznacuje ¥, _; (a je v tabulkach a
softwareovych knihovnach). Pokud bychom v tomto vzorci statistiky 7' nahra-

dili S,, smérodatnou odchylkou o, pak 07\;# mé rozdéleni N(0,1). Jelikoz S, je
asymptotickou aproximaci o, bude W,, konvergovat (s rostoucim n) k distribuci
N(0,1).

12



Studentovo t rozdéleni Studentovo t rozdéleni

0.40 4 — df=1 — df=1
— df=2 0.30 — N(0,1.25)
0.35 4 di=4

—— normal.dist.

Véta 7.2 Méjme Xy, ..., X, ndhodny vgbér z N(u, o), pricemz o je nezndmd a
p chceme odhadnout. Pro oo € (0,1) méjme to)o takové, Ze W, _1(ta2) =1 -5 a
5:ta/2-\5/—%. PakP[,uE [yn—é,yn—ﬂgﬂ =1-a.

Pro intervalové odhady rozptylu (resp. smérodatné odchylky) se vyuzijeme
pivotovou statistiku K.

Véta 7.3 Necht X1,..., X, je z normdlni distribuce a gzgi vigbérovy rozptyl. At
a,b jsou takovd, Ze x*(n—1)(a) = a/2 a x*(n—1)(b) = 1 — a/2. Pak intervalovy

[(nfl)g (n—1)8S

a ) b

odhad rozptylu o spolehlivosti 1 — a je | a smérodatné odchylky

S y/255 /254,

Pokud nemame garantované normalni rozdéleni, 1ze k odhadu vyuzit Centralni
limitni véty.
Véta 7.4 Méyme X, ..., X, ndahodny vybér z néjakého rozdeélent, pricemz jeho
smerodatnd odchylka o je znamd a stredni hodnotu p chceme odhadnout. Pro
a € (0,1) méjme zqp takové, Ze ®(zqp2) = 1 — %. Oznacme X, = Xt=tXn ¢

C=[X,— Zaf2 - o/vn, X, + 2a/2 - 0/+/n)].
Pak lim,, o P[p€ Cl=1— .

Na rozdil od ptredchozi véty zde pravdépodobnost nabyva pozadované hodnoty

jen v limité.

8 Testovani hypotéz

Nulova hypotéza H, (null hypothesis) — vychozi predpoklad, Ze se namétrend
data shoduji s modelem

Alternativni hypotéza H; — naplati H,
vysledek testu pak muze mit dva mozné vysledky
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e piijeti nulové hypotézy — data jsou v souladu s nasim predpokladem
e zamitnuti nulové hypotézy — data odporuji, model je chybny

data jsou vysledkem nahodného procesu, takze mohou nastat chyby
chyba 1. druhu (Type 1 error) — zamitneme Hy, prestoze plati

chyba 2. druhu (Type 2 error) — pfijmeme Hy, i kdyz neplati
pravdépodobnost chyby 1. druhu se nazyva hladina vyznamnosti testu (signifi-
cance level) — zakladni parametr testu, ktery si obvykle muzeme nastavit (klasicky
se voli na urovni 5%, R. Fisher 1925)
postup testu pak vypada (muze vypadat):

1. mame testovanou statistiku 7' = f(Xy,..., X,)
2. nastavime hladinu vyznamnosti «

3. urréime kriticky obor (rejection region) W

4. . namétrime” data Xq,..., X,

5. pokud f(Xy,...,X,) € W, zamitneme H,

pravdépodobnost chyby 1. druhu je (volena) P [f(X) € W|Hy| = «a, pak pravde-
podobnost chyby 2. druhu P [f(X) € W|H;| = [ zavisi na vlastnostech statis-
tického testu a urcuje tzv. silu testu 1 —

Zakladni testy (zde pro stfedni hodnotu) postupuji stejné jako intervalové
odhady.

8.1 Z test

pro stiedni hodnotu

Jednovybérovy test . Je stfedni hodnota rovna p7“

Modelem je N(u, o) (zndme oba parametry) a otazkou je, zda data X,..., X,
odpovidaji modelu se danou stfedni hodnotou u. Pokud by tomu tak bylo, pak
Z = f?\;# by méla distibuci N (0,1). Na zdkladé a € (0,1) urc¢ime 2,5 (viz. vyse
u intervalovych odhodi) a W = {z : |#| > 24/2}. Ho piijmeme, pokud Z ¢ W.

Dvouvybérovy test ,Maji dvé distribuce stejnou stredni hodnotu?*

Xi,..., X, ndhodny vybér z N(uy,0), Yy ..., Y, ndhodny vybér z N(uz,0),
pricemz rozptyl je v obou ditribucich stejny a znamy.

Ho: pn = po (Hi: pin # pio)

pro S = X,, — Y, je, pokud plati Hy, sttedni hdonota rovna 0 a rozptyl

2 2

var(S) = var(X,,) +var(Y,,) = 47
noom
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(z nezévislosti vybért a tedy nez. velicin X,, a Y,,)
Dale jiz postupujeme stejné jako u jednovybérového testu, protoze (pii plat-
nosti Hy) ma Z = = Sozbm

S
N /I

distibuci N(0,1). Dalsi postup (urceni zq,/2
a W) je totozny.

Parovy test

Néhodny vybér se skldda z dvojic (X1, Y1), ..., (X, Yy), pficemz uvnitt dvojic
nemusi byt veli¢iny nezavislé. Ovérujeme hypotézu, ze rozdil hodnot ve dvojidich
je nulovy, nebo obecnéji roven néjaké konstanté. Tento piipad prevedeme na
jednovybérovy test stfedni hodnoty nahodné veliciny X; — Y;

8.2 Studentuv T test

odstranuje predpoklad znamého rozptylu

Jednovybérovy test ,Je stiedni hodnota rovna pu?*
Nulova hypotéza predpoklada, ze nahodny vybér X, ..., X, pochazi z distri-
buce N(u, o), kde predpokladame znalost sttedni hodnoty p, ale neznama o.
Postup testu je totozny s jednovybérovym Z testem, jen misto zndmého roz-

2 Ses : T2 i (Xn—Xn)?
ptylu o® pouzijeme jeho odhad S, = T
Plati-li hypotéza H,, pak ma T = g ”/7% Studentovo rozdéleni s n — 1 stupni

volnosti. Pro urceni kritického oboru W pak misto distribuce ® pouzijeme W,, ;.

Dvouvybérovy test pro shodné rozptyly

Predpokladdme, ze ndhodny vybér Xi,..., X, je z distribuce N(ui,0) a
Yi...,Y,, z distribuce N(us,0), obé rozdéleni maji stejny rozptyl. Ten muzeme
odhadnout

@ _ T (X - X+ S (Y - V)? _ (n = DSy + (m = 1)Sy

n—+m-—2 n+m-—2

al = % mé (pokud plati Hy: 1 = pe) distribuci Studentova rozdéleni s
n+m-2 stupni volnosti.
Dvouvybérovy test pro neshodné rozptyly

Jako odhad smérodatné odchylky pouzijeme SE(X, —Y,,) = 1/ % + % a
T = % ma priblizné Studento rozdéleni, pocet stupnu volnosti zavisi na
n,m,Sx,Sy a je nejvyse n +m — 2.

8.3 Test dobré shody

Na rozdil od predchozich testu urcenych pro numerickd data, je smyslem to-
hoto testu interpretovat ,kategoridlni data“. Umoznuje nam ovéfit, zda ndhodna
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veli¢ina mé dané rozdéleni u kterého prepokldadame, ze generuje nékolik (koneéné
mnoho ne nutné numerickych) hodnot. Pifkladem muze byt napiiklad test, zda
hraci kostka haze kazdou z hodnot se stejnou pravdépodobnosti.

Model je takovy, ze experiment ma k moznych vysledku s pravdépodobnostmi
Diye s Dk (Zlf pi = 1). Opakuji n-krét pokus a ozna¢im X; pocet dosazenych
vysledki ¢-tého typu. Pak tento model ma multinomické rozdéleni, tedy

: n - .
P[Xi:xi,z:l,...,k}:<x1 x)pl e

pro (x1,...,xx) spliujic Zlf x; = n. Tento vztah lze vyuzit pro tzv. presny test
shody pouze pro malé hodnoty n a k£ a neni pitilis prakticky.

V obecném piipadé pouzijeme x? test. Poznamejme jen, Ze existuji i jiné
typy testu dobré shody, toto je zdakladni priklad. Budeme porovnavat ocekdvané
¢etnosti v jednotlivych kategoriich np; se skuteéné pozorovanymi ¢etnostmi X; a
spocteme statistiku

Xk: — npi)’

Pokud plati hypotéza Hy, tedy testovana nahodna veli¢ina ma ocekavané rozdé-
leni, pak m4d x? tzv. ,chi kvadrat® rozdéleni s k — 1 stupni volnosti (toto rozdélent
je tabulizovéno). Pro danou hladinu vyznamnosti a uréime kriticky obor W a H,
zamitneme, pokud nase hodnota y? € W.

Uvadi se, ze test l1ze pouzit, pokud vsechny ocekdvané ¢etnosti np; jsou ale-
spont 5. Piipadné se nékdy v literatuie objevuje predpoklad, ze alespon 80% z
ocekavanych cetnosti je vétsich nez 5 a vSechny musi byt vétsi nez 1.

8.4 Test normality (Shapiro-Wilk 1965)

Xq,..., X, ndhodny vybér, hypotéza H, je, ze pochazi z normalniho rozdéleni

N(p,0)
testovand statistika (nemd zadné jméno) je

(X0, aiXa)

W === -
Zi:l(Xi - X )2
kde X je vybérovy priimeér, X(i) -té nejmensi ¢islo z Xy, ..., X, (i-th order sta-
tistic)
(a1,..., ay) = 2V = (my,...,my)T vektor stiednich hodnot order

statistics N(0, 1), V je kovarianéni matice m a ¢ = ||[V"tm|| = vVmiV-1V-1m

Testovana statistika W nabycd hodnot od 0 do 1, pficemz 1 znamend tplnou
shodu. Prahové hodnoty pro danou hladinu vyznamnosti o se pro statistiku W
pocitaji pomoci Monte Carlo simulaci, vektory koeficientu lze také urcit pomoci
simulace. Poznamenejme, ze normalni rozdéleni je spojité a prilis hrubd diskreti-
zace muze tento test ovlivnit.
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8.5 ANOVA (analyza rozptylu)

Data mohou byt rozdélena do nékolika skupin podle (jedné nebo vice) ,popisnych
proménnych® a zkoumand ¢Ciselnd ndhodna proménnd na nich muze zaviset. Po-
pisné proménné mohou byt ¢iselné, ale ¢asto jsou kategorialni. Jako nulovou hy-
potézu budeme uvazovat, ze rozdéleni do skupin nemé vliv na hodnoty nahodné
proménné, tedy ,,ve vSech skupindch ma zkoumana nah. proménna stejnou stfedni
hodnotu®.

Predpoklady pouziti ANOVA testu:

1. ndhodny vybér méfeni, pokud mozno rovnomérné pies vSechny skupiny
(Cetnost vyskytu hodnot popisné proménné je uniformni),

2. v kazdé skupiné je zkoumana ndhodnéd proménna normalné rozdélend
3. a to se stenym rozptylem.

Body 2 a 3 nemusi platit striktné, ANOVA je vuci nim ¢astecné robustni. Pred
spusténim samotného testu je mozné provést test predpokladu (v ruzném software
byvé implementovan, ale ¢asto se neprovadi automaticky).

Znaceni a vypocty

k pocet skupin

n; velikost jednotlivych skupin, tj. pocet vzorku v i-té skupiné, 1 =1,...,k
n celkovy pocet vzorku, n = Zle n;

x;; J-ty vzorek z i-té skupiny

T vybérovd stiedn{ hodnota (celkovd), T =}, - z;;

T; vybérova stredni hodnota ve skupiné i, T; = %271:1 Ty

s7 vyberovy rozptyl ve skupiné i, 5; = —= >t (i — 1)

SST sum of squres total, SST = S, > (wiy —T)?

SSG sum of sq. between groups, SSG = Zle ni(T; —T)?

SSE sum of sq. inside groups, SSE = 3% | S (ay — W) = S (n—1)s?

stupné volnosti (df=degree of freedom) df(SSG) = k — 1, df(SSE) = n — k,
df(SST)=n—1
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MS mean of squares, MS = SS/df, tedy

MSG = SSG/(k—1)
(n —1)s?+ ...+ (ng — 1)s%

MSE = SSE/(n—k)= (ni—1)+...4 (n, — 1)

F-statistika F' = MSG/MSE, m4a tabulizovany prubéh pro dané stupné vol-
nostik—1an—=k

P-value jednostranny odhad pravdépodobnosti pro F-statistiku, tj. pravdépo-
dobnost, ze F je vétsi rovna dané hodnoté, pokud je P-value mensi nez «,
zamitame nulovou hypotézu

Tabulka s vysledky ANOVA testu vypada néasledovneé.

faktor 5SS df MS F P-value
Group/model | SSG k-1 MSG MSG/MSE D
Error/residual | SSE n-k  MSE

Total SST  n-1

Pti zamitnuti nulové hypotézy o rovnosti stfednich hodnot v jednotlivych
skupinach lze nasledné provést testy porovnavajici dvojice skupin mezi sebou.
Nejbéznéjsi je Tukeyho test, ktery umoznuje porovnat vsechny dvojice skupin
naraz.

Vicefaktorova ANOVA

Pokud mame data rozdélena do skupin pomoci dvou (pfipadné i vice) po-
pisnych proménnych lze posuzovat miru vlivu téchto faktoru. To lze pro kazdy
faktor zvlast, ale muze se stat, Ze vliv jednotlivych faktort se jednoduse nescita,

VVVVVV

urcenym kartézskym souc¢inem oboru hodnout obou faktoru. Zde je treba dat po-
zor na podobnou velikost skupin, pokud se faktory ovliviuji navzdjem, nemusi
byt predpoklad splnén.

V tabulce (piiklad nize) uvazujeme, ze faktor A mé k skupin a faktor B ma
¢ skupin, SSFE se pocita spolecné podle rozdéleni do k¢ skupin. Obvykle faktory
fadime podle jejich vlivu na stfedni hodnoty ve skupinéch, tento vliv muzeme
odhadnout nebo pouzit pro kazdy z faktoru jednofaktorovy ANOVA test.

faktor SS df MS F P-value
A SSA k-1 MSA MSA/MSE DA
B SSB -1 MSB MSB/MSE DB

AxB | SSAB (k-1)(I-1) MSAB MSAB/MSE DAB
Error | SSE n-k MSE
Total | SST n-1

Pro ilustraci uvazme analyzu platu na pohlavi a dosazenam vzdélani. Fak-
tor pohlavi ma dvé moznosti, pro vzdéldani mame tii hodnoty (bez maturity, s
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maturitou, vysokoskolské). Konkrétni data uvadét nebudeme, ale zdkladni cha-
rakteristiky jsou: v kazdé ze Sesti skupin je 5 hodnot, stfedni hodnota platu je
19.7, mezi zenami 18.9 a mezi muzi 20.5, pii rozdéleni podle vzdélani jsou stiedni
hodnoty 14.2 (bez maturity), 17.1 (s maturitou) a 27.8 (VS). Nyni se podivame
na tabulky ANOVA testu.

Provedeme-li test pro faktor pohlavi, vysledky mohou vypadat takto.

faktor SS df MS F P-value
pohl. 17.6 1 176 0437 0.515
Error | 1130.7 28 404

Pro faktor vzdélani dostaneme nasledujici vysledky.

faktor | SS df MS F P-value
vzd. | 1026 2 513 113 < 0.001
Error | 122 27 4.52

Pokud provedeme dvoufaktorovy test, bude vysledena tabulka takovato.

faktor SS df MS F P-value
vzd. | 1026.20 2 513.10 121.68 < 0.001
pohl. 17.63 1 17.63  4.78 0.052
oba 3.27 2 1.63 0.39 0.683
Error | 101.20 24 4.22

Nejprve volime hladinu vyznamnosti a to tradicné a = 0.05. Pfi interpretaci
vysledku postupujeme odspodu a hleddme nejjednodussi, ale data vysvétlujici
model. Protoze P-value na fddku s kombinaci obou faktoru je vétsi nez a, lze
prijmout nulovou hypotézu, respektive zamitnout alternativni hypotézu, ze , kom-
binace obou faktoru je nutna k popisu modelu“. Na dalsim fadku pro faktor po-
hlavi je P-value opét vétsi nez a, i kdyz v tomto pripadé jen o malo. Tim padem
muzeme téz zamitnout vliv pohlavi na stfedni hodnotu platu a zbyva nam pouze
faktor vzdélani s P-value mensi nez «, kde zamitneme nulovou hypotézu (tedy
vzdélani ma podstatny vliv na vysi platu). Kdyby na fadku s faktorem pohlavi
byla téz hodnota mensi nez a pouzili bysme model s aditivnim vlivem obou fak-
toru (jak vzdélani tak pohlavi by mélo urcity vliv na plat a tyt vlivy by se ve
vysledku séitali).

8.6 Levenuv test homogenity rozptylia

Pri nékterych testech je soucasti predpokladu rovnost rozptyla pro dvé nebo vice
skupin, do kterych ndhodny vybér rozdélime (napi. ANOVA). Predpoklddame,
ze v kazdé skupiné jsou data normalné rozdélend s néjakou stiedni hodnotou a
hypotéza Hj je, ze vSechny skupiny maji stejny rozptyl.

Jde v podstaté o jednoduchy ANOVA test pro nahodnou veli¢inu Z;; defino-
vanou nasledovné: mame ndhodny vybér X;;, oznacujici j-ty prvek ze skupiny 7
z toho Zy; = | X;; — X,|, kde X; = ni > iy Xij (vybérovy primér i-té skupiny).
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(Pozn.: Nékdy se misto X; pouzivd X; medidn i-té skupiny. Tato varianta se
nazyvé Brown-Forsythiv test a funguje 1épe napi. pro x? rozdéleni.)
Test tedy vypada nasledovné:
k = pocet skupin

n; = velikost i—té skupiny

k
=1

N NI
I [
Zl= F=
M= 1
Mz N

N

W= i=

Statistika W mé (pfiblizné) F-distirbudi s k —1 a N — k stupni volnosti.
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9 Priklady

Priklad 1:

Ve skupiné deseti studentu byla zmétena jejich vyska (v centimetrech) a hmotnost
(v kilogramech). Spoctéte korelaci mezi témito dvéma ndhodnymi veli¢inami,
pokud vysledky météni byly nasledujici:

vyska (ecm) | 151 | 154 | 165 | 146 | 158 | 172 | 142 | 169 | 176 | 138
véha (kg) 43 | 48 | 56 | 42 | 55 | 54 | 44 | 49 | 55 | 38

Reseni: Pro vipocet korelace p(X)Y) = _covXY) pouzijeme odhady stired-
’ v/ var(X)var(Y)

ni hodnoty X = %Zi:l nX;, rozptylu ?i = ﬁ o n(X; — X)? (analogicky

pro druhou néh. proménnou Y') a kovariance ﬁ S n(X; — X)(V; = Y). Jak
odhady rozptylu tak kovariance maji shodny multiplikativni faktoriﬁ, Etery lze
XX X)(YizY)
VX —X)2 (Y, -Y)?
Potiebné vypocty lze provést automaticky pomoci vhodného statistického

software, my si je zde shrneme do tabulky.

po dosazeni vykratit a muzeme pifmo pocitat p(X,Y) =

X Y; | Xi— X | Y=Y |var(X) | var(Y) | cov(X,Y)
151 43 —6.1 —5.4 37.21 29.16 32.94
154 48 —-3.1 —-0.4 9.61 0.16 1.24
165 o6 7.9 7.6 62.41 D7.76 60.04
146 42 —11.1 —6.4 ] 123.21 40.96 71.04
158 | 55 0.9 6.6 0.81 | 43.56 5.94
172 54 14.9 5.6 | 222.01 31.36 83.44
142 44 —15.1 —4.4 | 228.01 19.36 66.44
169 49 11.9 0.6 | 141.61 0.36 7.14
176 5} 18.9 6.6 | 357.21 43.56 124.74
138 38 —19.1 | —10.4| 364.81 | 108.16 198.64
soucet 1571 | 484 1546.9 374.4 651.6
vybér. odhad | 157.1 | 48.4 171.9 41.6 72.4

Z hodnot pak spocteme korelaci p = \/%% = 0.856. To znamena pomeérné

vyraznou pozitivni korelaci mezi ndhodnymi veli¢inami (p > 0 pozitivni korelace
znamenajjici, ze ,,vyssi hodnota X vede k vyssi hodnoté Y, p < 0 negativni
korelace, ,,vyssi hodnota X vede k nizsi hodnoté Y*).

Priklad 2:

Letecka spolecnost odhadovala mnozstvi pasazéru na urcitém letu. Z dat ziska-
nych v jednom mésici za 20 letu spocetla, ze prumérny pocet pasazéru byl 112
a vybérovy rozptyl 25. Uréete 95% oboustrany interval spolehlivosti pro stredni
hodnotu poétu pasazéru.
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Reseni: Protoze mame k dispozici vibérové odhady stfedni hodnoty a rozptylu,
pouzijeme distribuci Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Uréime § =
tasa - \% a interval spolehlivosti C' = [X — 6, X + 6]. Konkrétné zde pouzijeme
hodnoty n = 20, o = 0.05, X = 112 a S = /25 = 5, uréime t,/o = 2.093 ze
Studentova rozdéleni s 19 stupni volnosti, dosadime a spoc¢teme § = 2.34. Z toho
C' = [109.66, 114.34].

Priklad 3:

Pti méfeni el. odporu kabelu byly ziskany nasledujici hodnoty (v ohmech): 0.139,
0.144,0.139,0.140, 0.136, 0.143,0.141,0.136. Predpokladejme, Ze namérené hod-
noty jsou realizaci nahodné veli¢iny s normalnim rozdélenim s neznamou stiedni
hodnotou a rozptylem. Odhadnéte tyto parametry a urcete 95% interval spohli-
vosti pro stiedni hodnotu.

Reseni: Budeme postupovat obdobné jako v predchozim prikladu, jen nejprve
musime spocitat vybérovy prumér a rozptyl, tedy X = %Z?:l X; = 0,13975,
5= LS (X~ X)?=85-10".

Pron =8 a a = 0.05 ur¢ime t,/, = 2.365 ze Studentova rozdéleni se 7 stupni

volnosti, dosadime a spoc¢teme 6 = 0.00244 a C' = [0.13731, 0, 14219].

Priklad 4:

Pii fezdni metrovych prken na pile byly naméfeny tyto hodnoty (v mm): 992
1010, 1005, 996, 998, 1000, 1003, 999, 1000, 997. Odhadnéte smérodatnou odchylku
a urcete 90% inteval spolehlivosti pro tento odhad.

Reseni: Pro odhad rozptylu normalné rozdélené veliciny (povazujme, ze nase
méieni je z normaln{ distribuce) se pouzije x? rozdéleni (s n — 1 stupni volnosti).
Pokud je 5 vybérovy rozptyl, pak (1—«) interval spolehlivosti ur¢ime nésledovné.
Af a, b jsou takovd, 7ze x*(a,n—1) = a/2 a x*(b,n—1) = 1 —a/2. Pak intervalovy
odhad rozptylu je [("_;)SQ, ("_;)52] a smérodatné odchylky [S - \/g,§~ ndl.

S hodnotami v zadani mame n = 10, « = 0.1 a uré¢ime a = 16,919, b = 3,325
(z tabulek pro x? rozdéleni s 9 stupni volnosti). Pak 90% interval spolehlivosti
pro rozptyl je [13.476,68,571] a pro smérodatnou odchylku [3.671, 8.281].

Priklad 5:

Mame Sestisténou hraci kostku a chceme ovérit, zda je férova, tedy ze kazdé z ¢isel
pada se stejnou pravdépodobnosti. Provedeme 60 hodu a dosdhneme nasedujicich
frekvenci vysledku

vysledek | 1 |23 |4| 5 |6
cetnost 12171718188

Fakt, ze 18-krat padla pétka nam prijde podeztely. Je mozné zamitnou hypotézu
férové kostky na hladiné vyznamnosti 95%7

Reseni: Pfi 60 hodech kostkou jsou ucekdvané ¢etnosti pro vsechny hodnoty
rovny 10. Ty porovname s vysledky pokusu, kde jako X; oznacime skute¢nou
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¢etnost vysledku 7, pomoci testu dobré schody. Pro hladinu vyznamnosti 95%
mame « = 0.05. Spocteme

6 2
9 (X7 — 10)
= - =94
=2

=1

pricemz pocet stupnu volnosti je 5. To odpovidd P-value p = 0.094. Protoze
p > «, prijimame nulovou hypotézu a kostku lze povazovat za férovou.

Poznamenejme na zavér, ze hrani¢ni hodnota P-value pro hladinu vyznam-
nosti 95% a 5 stupiit volnosti by byla x? = 11.07.

0.16 A
alfa=0.05
— accept
0.14 4 . P
— reject
0.12 1
0.10 +
0.08 4
0.06 A
0.04
0.02
0.00 T T T T T T T T

Priklad 6:
Mame dva pytliky s kulickami, jeden s 80 bilymi a 20 ¢ernymi kulickami (pytlik
A) a druhy s 30 bilymi a 70 ¢ernymi kulickami (pytlik B). Mame jeden z nich a
provedeme nésledujici test: vylosujeme z ného postupné 10 kulicek (s vracenim)
a pokud jich je alespn k bilych, prijmeme hypotézu, ze je to pytlik A, pokud jich
je méné nez k, tuto hypotézu odmitneme.

V zéavislosti na parametru k urcete pravdépodobnost chyby prvniho a druhého
druhu a najdéte k pro které je test vyvéazeny, tj. pravdépodobnost chyby prvniho
a druhého druhu je (priblizné) stejné.

Reseni: Ozna¢me Y nghodnou veli¢inu rovnou poétu bilych kulicek, které v n
tazich (n = 10 v nasem piikladu) vylosujeme, Y € {0, 1,...,n}. Ndhodn4 veli¢ina
Y ma binomické rozdéleni s parametry n, p, kde p, = 0.8 a pg = 0.3.

PY =y) = (Z)py(l—p)"‘y ,y=0,1,...,n
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0.6
— alfa
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0.2 4

0.0 A

Priklad 7:
Maéame pripravené tii ruzné verze pisemky, oznacené A, B,C', a chceme otesto-
vat, zda jsou stejné obtizné. Ve skupiné je celkem 33 studentu, které nahodné
rozdélime do ti1 skupin po 11 a kazdd skupina napiSe jeden test. Vysledky testu
jsou nasledujici:

A 1,2,3,3,4,4,4,5,5,6,7
B|2,3,4,4,5,5,5,6,6,7,8
C|3,4,5,5,6,6,6,7,7,8,9

Na hladiné vyznamnosti 90% provedte vhodny test na uréeni rovnosti stied-
nich hodnot vysledku vsech ti{ verzi pisemky.

Reseni: Nejprve spocteme odhady parametri rozdéleni pro jednotlivé testy.
Vybérové prumeéry jsou

a vybérové rozptyly
S =55 ="5,=3
Miuzeme tedy predpokladat rovnost rozptyla.
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Prvni moznosti je pro kazdou dvojici skupin provést dvouvybérovy t-test se
shodnymi rozptyly. Pro skupiny A-B bude vypadat vypocet nasledovné

S\fantas V3/h+
To pii dfap = (na—1)+ (np—1) = 20 stupnich volnosti odpovidd pap = 0.191 >
a = 0.1. Hypotézu o rovnosti stfednich hodnot (na hladiné vyznamnosti 90%)
prijimame.

Pii porovnani skupin B-C dostaneme stejné vysledky tgc = 1.35, pgc =
0.191 > «. Pii porovnani A-C je dvojnésobny ¢itatel zlomku a tak vyjde Tac =
2.71 s p=0.014 < a a zde nulovou hypotéza zamitame.

Druhou moznosti je porovnat vSe najednou pomoci ANOVA testu. Potiebuje
jesté primer celého vybéru X = 5 a spoctem dale

SSG = Y mi- (X=X =11 (=1 +11-0° + 111 = 22
i=A,B,C
if = k—1=2
MSG = SSG/df =11

SSE = ) i(xij_z)?: > -8, =

i=A,B,C j=1 i=A,B,C
— 10-3+10-34+10-3 =90
df = n—k=30
MSE = SSE/df =3

MSG 11
F p— —:—i .
MSE 3 00T
p = 0.038

Protoze je hodnota p < a, zamitame hypotézu o rovnosti stiednich hodnot vsech
ti1 skupin. Pro porovnani dvojic skupin lze misto vyse uvedeného t-testu pouzit
néktery post hoc test, které se ve statistickych programech nabizeji (napt. Tu-

key).
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