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1 Vyroky a vyrokova logika

Co to je vyrok? Vyrokem romzumime sdéleni, u kterého ma smysl ptat se, zde je
¢ neni pravdivy. Priklady vyroku tak jsou:

e Soucet thlu v trojihelniku je vzdy 180°.

e Druha mocninna realného ¢isla je vzdy kladna.

Cislo 13 je sou¢tem druhych mocnin dvou celych ¢isel.

Zadné celé sudé prirozené c¢islo neni prvocislo.

Brno je hlavni mésto Ceské republiky.
Priklady vypovéedi, které vyroky nejsou:
e Vstavat a cvicit!

e Kolik je hodin?

e Dej do hrnce vodu, brambory a cibuli a var pul hodiny.

1.1 Negace

Negace vyroku V je vyrok ,Neni pravda, ze V.“. Negaci vyroku V znac¢ime =V
a plati:

Je-li vyrok V pravdivy, je vyrok —V nepravdivy.

Je-li vyrok V nepravdivy, je vyrok =V pravdivy.

Negaci vyroku lze ¢asto vytvorit prediazenim slov ,Neni pravda, ze ...“, ale
obvykle lze dale vyrok upravit na jiny ekvivalentni tvar. Naptiklad negace vyroku
,Cislo 8 je liché.“ muze byt ,Neni pravda, ze ¢islo 8 je liché.“ nebo zkracené ,,Cislo
8 neni liché.“, nebo také ,,Cislo 8 je sudé.”.
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1.2 Slozené vyroky
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konstrukce, tzv. slozené vyroky. K tomu nam slouzi logické spojky. Obvykle
uvazujeme binarni logické spojky, tedy spojujeme dva jednodussi vyroky do jed-
noho slozeného. Formalné ale lze za logickou spojku povazovat i negaci, v tom
pripadé se jednd o unéarni spojku.

7 bézném zivoté se nejcastéji setkame se spojkami konjunkce a disjunkce.

Konjunkei vyroku A a B je vyrok, ktery vznikce spojenim spojkou ,a“, zapi-
sujeme ji (A A B) a je pravdivd pouze tehdy, kdyz jsou pravdivé oba vyroky A i
B.



Disjunkci vyroki A a B je vyrok, ktery vznikce spojenim spojkou ,nebo“,
zapisujeme ji (A V B) a je pravdiva tehdy, kdyz je pravdivy alespon jeden z
vyroku A, B.

Dalsi béznou logickou spojkou je implikace. Ta byva vyjadienou souvétim se
spojkou ,jestlize“, ,pokud® ¢i jinak podobné. Implikaci vyroku A, B zapisujeme
A = B a je pravdivé, pokud je nepravdivy vyrok A nebo je pravdivy B. Vyrok
A nazyvame predpoklad implikace a vyrok B dusledek.

Tyto tii logické spojky jsou asi nejbéznéjsi, ale nez se budeme vénovat jejich
vlastnostem, zminime jesté ekvivalenci. Tu vyjadiujeme slovnim spojenim , praveée
tehdy, kdyz“ a zapisujeme ji A < B. Ekvivalence vyroku A, B je pravdiva, pokud
jsou bud oba vyroky pravdivé nebo naopak oba nepravdivé.

Vse si shrneme v tabulce:

A|B|ANB|AVB|A=B|A& B
00 0 0 1 1
01 0 1 1 0
110 0 1 0 0
1)1 1 1 1 1
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negaci a pro vyhodnoceni pravdivosti potom bude velmi zalezet na poradi vyhod-
noceni jednotlivych logickych spojek. Z toho duvodu je ¢asto podstatné spravné
zavorkovani, které se ale Spatné zachyczje v bézné teci. Na druhou stranu je mozné
jeden vyrok zapsat ruznymi ekvivalentnimi zapisy. Poznamenejme, ze vyrok,
ktery je pravdivy pii kazdém ohodnoceni elementarnich vyroku (vyrokovych pro-
ménnych reprezentovanych v nasich piikladech pismeny A, B, C' apod.), se nazyva
tautologie. Vyrok, ktery je pfi kazdém ohodnoceni nepravdivy, se nazyva kon-
tradikce nebo také sporny vyrok. Piikladem tautologie je (A = A), prikladem
kontradikce tieba (A A —A).

1.3 Vlastnosti logickych spojek

Podivejme se nyni na nékteré vlastnosti logickych spojek. V prvni radé z vyse
uvedené tabulky snadno pozname, ze logické spojky konjunkce, disjunkce a ekvi-
valence jsou komutativni. To znamen4, ze ve slozeném vyroku nezalezi na poradi
argumentt a konjunkce (resp. disjunkce, ekvivalence) vyroku A, B mé vzdy stej-
nou pravdivostni hodnotu jako konjunkce (resp. disjunkce, ekvivalence) vyroku
B, A. S vyuzitim znacky = pro ekvivalentni vyjadreni vyroku lze tak psat:

(AANB) = (BAA)

(AV B) (BV A)
(A= B) = (B A)



To, ze uvedené logické spojky jsou ekvivalentni pozname vlastné tak, ze na
druhém a tietim radku tabulky jsou v odpovidajicich sloupcich stejné symboly.

Naopak, implikace komutativni neni, coz nahlédneme z tabulky pravdivostnich
ohodnoceni, v které se hodnota u implikace ve druhém a tretim tadku lisi.
Plati vsak jiny zajimavy vztah, ktery umoznuje ménit poradi argumentu im-
plikace, ale je tfeba je nahradit negacemi. Vyrok (A = B) je ekvivalentni vyroku
(-B = —A). To se nazyva obména implikace a je to velmi uzitetnd vlastnost,
kterou lze vyuzit pro tzv. nepiimy dukaz.

Dalsi vlastnosti, na kterou se zamétrime, je asociativita. Porovnanim pravdi-
vostnich hodnot (pouzijeme tabulku se tfemi elementdrnimi vyroky) ovéfime, ze
konjunkce i disjunkce jsou asociativni logické spojky. Tedy

(ANB)ANC) = (AN(BAQ))
(AvB)vC) = (Av(BV())

Diky tomu, Ze nezalezi na poradi vyhodnoceni nékoli konjunkei, resp. disjunkei,
muze vnitini zavorky vynechat a psat pouze (AA BAC), resp. (AV BV C).

Logicka spojka ekvivalence je také asociativni, ale je tfeba si neplast asocia-
tivitu ekvivalence se strukturou tvrzeni typu ,Vyroky A, B, C, ... jsou navzajem
ekvivalentni“, kterd znamend (A< B)A (A< C)AN(B<C)...).

Naproti tomu implikace neni asociativni a vyroky (A = (B = C)) a ((A =
B) = () nejsou ekvivalentni (napft. pro ohodnoceni A = 0,B = 1,C = 0 je
prvni vyrok pravdivy, kdezto druhy je nepravdivy). Navic fetézeni implikaci nent
v matematickych vyrocich pfilis bézné, prvni vyrok lze ekvivalentné formulovat

(A= (B=0)=(AANB)= ()

a druhy zpusob uzavornkovani se, az na néjaké umélé pripady, nepouziva. S
fetézenim implikaci se ale muzeme setkat v dukazech. Tam je tfeba zapis A =
B = C'... chépat jako konjunkci jednotlivych implikaci (A = B)A (B = C)....
Potom, diky tranzitivité implikace dostavame

Posledni vlastnosti, na kterou se zamétrime, je distributivita. Tu zname z
¢iselnych obort pro operace nésobeni a scitani. U logickych spojek funguje dis-
tributivita pro konjunkci a disjunkci a to prekvapivé obéma smeéry:

(AN(BVC(C)) = ((AANB)V(ANQ))
(AV(BAC)) = ((AVB)A(AV (D))

U jinych béznych kombinaci logickych spojek distributivita nefunguje nebo nema
vyznam z hlediska pouziti. Poznamenejme, ze stejné vlastnosti jako konjunkce
a disjunkce maji mnozinové operace prunik a sjednoceni. Tato podobnost neni
nahodna a pozdéji se k ni vratime.



1.4 Negace slozenych vyroki

Déle se zaméfime na to, jak se chova negace slozenych vyroku. Negaci konjunkce
vyroku A, B je vyrok, ktery je pravdivy pravé kdyz je konjukce A, B nepravdiva.
To nastane, je-li nepravdivy alespon jeden z vyroku A, B, jde tak o disjunkci
negaci téchto dvou vyroku. To muzeme zapsat symbolicky:

-(AANB)=(-AV-B)
Analogicky pro negaci disjunkce vyroku A, B muzeme nalézt ekvivalentni
vyrok, kterym je konjunkce jejich negaci:
—\(A V B) = (—\A VAN —\B)

Zamyslime-li se nad negovanim implikace, resp. se podivame do tabulky prav-
divostniho ohodnoceni, zjistime, ze negace je nepravdiva pouze tehdy, kdyz je jeji
predpoklad pravdivy a dusledek nepravdivy. Tedy:

~(A= B) = (AA-B)

Nakonec, negaci ekvivalence vyroku A, B je vyrok, ktery je pravdivy prave
tehdy, kdyz je pravdivy pravé jeden z vyroku A, B. Ten lze zapsat:

(A< B)=(-A< B)=(A< -B)
Piipadné je mozné zavést novou logickou spojku ,vyluéné nebo* (,,vyluénou dis-
junkei®).
1.5 Odvozeni logickych spojek

Zavadime-li logické spojky, je obvyklé, Ze nezavedeme vsSechny jejich popisem,
piipadné tabulkou hodnot, ale zavedeme jen nékteré zakladni a ostani pak defi-
nujeme pomoci téchto zakladnich. Obvykle je jednou ze zakladnich spojek negace.
Pokud jako druhou zakladni zvolime konjunkci, lze pak disjunkci definovat

(AV B) =—~(-AAN-B)
Pokud naopak zvolime disjunkci, konjunkci definujeme
(AANB)=—=(—AV-DB)
. Mame-li ted k dispozici konjunkci a hlavné disjunkei, lze implikaci zavést
(A= B)=(-AV B)

Pokud naopak k negaci zavedeme jako zékladni logickou spojku implikaci (to je
obvyklé v Matematické logice), zavedeme disjunkci snadno

(AV B) = (A= B)

5



Konjunkci pak lye definovat pomoci disjunkce, ptipadné v této definici expando-
vat zapis disjunkce pomoci implikace.

Pokus definovat ostatni logické spojky pomoci negace a ekvivalence by byl,
bohuzel, netspésny. Na druhou stranu, lze vytvofit systémy, v kterych budeme
mit jen jednu zékladni spojku (bindrni) a z ni odvodit ostatni. To je ale spise
zajimavost a okrajova zalezitost a Tesit to nebudeme.

1.6 Normalni formy

Boolevskou funkei n proménnych rozumime libovolné zobrazeni ¢ : {0,1}" —
{0,1}. Je-li V' vyrok s n ruznymi vyrokovymi proménnymi, pak pravdivostni
ohodnoceni vyroku V pii ruznych ohodnocenich uréuje booleovskou funkci ¢y
s n proménnymi. Rikdme potom, Ze ¢y je realizovédna formuli V. Pravdivostni
tabulka predstavuje jednoduchy zpusob, jak funkci ¢y spocitat.

Nez si ukdzeme, jak najit vyrok realizujici zadanou booleovskou funkci, defi-
nujeme si tzv. normélni tvary vyroki. Vyrok je v disjunktni normalni formé, je-li
disjunkei nékolika vyroku takovych, ze (i) kazdy je konjunkei (koneéné mnoha)
vyrokovych proménnych nebo jejich negaci a (i7) v zadném se nevyskytuje sou-
¢asné vyrokova promeénnad i jeji negace. Plati nasledujici tvrzeni, které si uvedeme
bez dukazu.

Tvrzeni 1.1 KazZdd viyrok, ktery neni kontradikct, je ekvivalentni néjakému vyro-
ku v disjunktni normdlni formé.

Duvodem, pro¢ vyluéujeme kontradikei, je bod (ii). Pokud ho vynechame, je
libovolna kontradikce ekvivalentni vyroku (A A —A).

Nyni si ukdzeme jednoduchy zpusob, jak pro danou booleovskou funkci B,
najdeme vyrok, ktery je jeji realizaci. Pokud je ¢ identicky rovna nule, je jeji
realizaci libovolnd kontradikce. Jinak budeme hledat vyslednou formuly v dis-
junktnim normdlnim tvaru. To si ukdZeme na nédsledujicim pifkladu. Necht je ¢
funkce t¥{ proménnych a, b, ¢ dana tabulkou:

a|bl|c|elab,c)
0(0]0 1
0[0]1 1
0[1]0 0
0111 1
11010 0
110]1 0
11110 0
1711 1

Odpovidajici vyrok budeme nejprve konstruovat jako disjunkci konjukci. Z
prvniho tfadku vidime, ze pti ohodnoceni vsech proménnych hodnotou 0 je hod-
nota ¢ rovna 1. Do vysledného vyroku tedy ddme (—=A A =B A =C'). Podobné
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pro ostatni tfadky, na nichz je ¢ rovno 1 pridame do realizujictho vyroku od-
povidajici konjunkci elementarnich vyroku nebo jejich negaci. Vysledny vyrok
pak bude disjunkci vyroku odpovidajicim jednotlivym radkum, v nasem ptipadé
tedy (FAA=BA-C)V (-AA=BAC)V (mAABAC)V(AABACQC)), coz
1ze zjednodusit na ((mAA—-B)V (B AC)). Poznamenejme, ze v predchozim jsme
hojné vyuzivali asociativitu logickych spojek konjunkce a disjunkce.

Druhym normélnim tvarem je konjunktivni normalni forma. Vyrok je v kon-
junktivni normélni formeé, je-li konjunkei nékolika vyroku takovych, ze (i) kazdy je
disjunkei (koneéné mnoha) elementarnich vyroku nebo jejich negaci a (i) v zadné
se nevyskytuje soucasné tentyz elementarni vyrok i jeho negace. Podobné jako
pro disjunktivni normalni tvar, plati i pro konjuktivni normalni tvar analogické
tvrzeni.

Tvrzeni 1.2 Kazdy vyrok, ktery nent tautologii, je ekvivalentni neéjakému vyroku
v kongunktivni normdlni formé.

Podobné jako v predchozim pripadé vyluc¢ujeme tautologie kvuli bodu (7).
Pokud ho vynechame, je libovolna tautologie ekvivalentni vyroku (A VvV —A).

Pomoci distributivity lze formuli v disjunktivné normalnim tvaru prevést na
tvar konjunktivné normélni. Postupnymi upravami na vyse uvedeny piiklad do-
staneme ((—=A)V B) A (mAV C)A (=B V().

Druhou moznosti, jak prevést booleovskou funkei na konjuktivni normélni
tvar je najit vyrok odpovidajici jeji negaci v disjunktnim normalnim tvaru a pak
pomoci pravidel pro negovani prevést na konjuktivni normalni tvar.



2 Predikatova logika

Doted jsme pracovali pouye se dvéma hodnotami — pravdivy a nepravdivy vyrok.
Pro praci s dalsimi objekty, v prvni fadé s ¢isly a ruznymi ¢iselnymi obory a pakis
ostatnimi matematickymi objekty, budeme potiebovat nové prostiedky v jazyce.
Prvnim typem jsou predikéty (nebo téz relace, to je v podstaté totéz). Predikét
arity n > 1 na mnoziné X je podmnozina kartézského soucinu n kopii X. Predikat
popisuje néjakou vlastnost a urcuje, zda ji n-tice prvku z mnoziny X tu vlastnost
ma nebo nema. Vysledkem predikatu je tedy opét hodnota pravda nebo nepravda
a tak lze s predikaty pracovat vlastné jako s elementarnimi vyroky.

Druhym typem symbolu jsou funkce. Ty lze formalné také zavést pomoci
relaci, ale protoze se bézné chapou ponékud odlisné a v ptipadé jejich definice
pomoci relaci je tfeba mit zajisténé dalsi podminky, budeme je povazovat za
jiny typ objektu. Mezi funkcemi maji zvlastni postaveni funkce arity 0, které
reprezentuji konstanty.

2.1 Kvantifikatory

Nyni konecné muzeme zacit hovorit o kvantifikatorech, které nam umozni popsat,
ze néjaké tvrzeni plati vSeobecné, nebo ze muzeme najit alespon jednu hodnotu,
pro kterou plati.

Vseobecny, obecny, nebo také velky kvantifikator se znaci symbolem V a vyrok

(Vz)V ()

se ¢te ,Pro kazdé z plati vyrok V* a znamend, ze V' (obsahujici proménnou x)

je pravdivy, at za x jakooukoli hodnotu, kterd v dané teorii dava smysl.
Naproti tomu existenéni, neboli maly kvantifikator 3 pouzijeme, chceme-li

vyjadrit, ze vyrok je pravdivy pro alespon jednu volbu proménna. Tedy

(32)V (x)

budeme cist ,Existuje x takové, ze plati vyrok V' a presné takovy je i vyznam.
Nekdy se lze setkat jeste se zesilenym existencnim kvantifikatorem 3!, pricemz

(F)V (2)

znamena, ze existuje pravé jedno x, pro které plati vyrok V. To lze ekvivalentné
zapsat jako
Fl)V(z) = Fz)(V(x) A (vy)(V(y) = = = y))

2.2 Kvantifikace pres mnoziny

Obecné do kvantifikované proménné dosazujeme libovolny prvek univerza ve
kterém v dané teorii pracujeme. Pokud naptiklad budeme pracovat v oboru celych



¢isel, pak (Va)V(z) znamend, ze vyrok V plati pro vSechna celd ¢isla, kterda do-
sazujeme za x a uz nemusi (ale muze) platit pro necelo¢iselné hodnoty, i kdyby
pro né daval smysl. Tieba vyrok

(Vx)(2z € Z)

je v oboru celych ¢isel pravdivy (dvojndsobek kazdého celého ¢isla je opét celé
¢islo), ale v obroru raciondlnich ¢isel uz pravdivy neni. Analogicky to bude fun-
govat i pro existencéni kvantifikator, jen s tim rozdilem, ze problémy s platnosti
se vyskytnou pfi zmensovani uvazévaného univerza misto pfi jeho rozsitovani.

Pokud fakt, ze kvantifikovanou proménnou volime z néjaké konkrétni mnoziny,
zahrneme tuto vlastnost do tvrzeni nasledujicim zapisem:

(Vo e M)V (x)
znamend, ze vyrok V plati pro vSechna prvky z mnoziny M a
(Jz € M)V (x)
mé vyznam takovy, ze existuje alespon jeden prvek mnoziny M, pro ktery je V'
pravdivy.
Pokud nechceme mnozinu, z které mame prvky pouzivat, zahrnovat ptimo do
kvantifikace, lze tento fakt zahrnout pfimo do vyroku a kvantifikovat bez ome-

zeni na mnozinu. V pripadé vseobecného kvantifikatoru pak ve vyroku pouzijeme
implikaci a pro existencni kvantifikator konjukei:

(Ve e M)V(z) = (Vz)(x e M = V(x))
(Fz e M)V(x) = (Bx)(x € M AV (x))
Jen pro uplnost je tfeba upozornit na pripad, kdy kvantifikujeme pies prazdnou

mnozinu. Pro M = () je vyrok (Vz € M)V (zx) vzdy pravdivy bez ohledu na to,
co je vyrok V a naopak vyrok (3z € M)V (x) je vzdy nepravdivy.

2.3 Kvantifikatory a negace

Pro negovani kvantifikovanych vyroku plati jednoducha pravidla. Negaci vyroku
,Pro kazdé x plati vyrok V.“ je pfirozené ,Existuje alespon jedno x, pro které
vyrok V naplati.“. Analogicky negaci ,Existuje x, pro které plati V.“ je vyrok
,Pro zadné x V neplati.”. Zapsano symbolicky

(Vo)V(z) = (Fz)-V(x)

—(3x)V(z) = (Va)-V(x)

To nas privadi k pozorovani, ze stejné jako u logickych spojek, ani u kvanti-
fikatoru neni tfeba oba zavadét primo, ale je mozné jeden odvodit od druhého:
(Fz)V(z) = —(Va)-V(z)

(Vo)V(z) = —(Fz)-V(z))

O tom, jak odvodit zesileny existen¢ni kvantifikdtor jsme se jiz zminovali.



2.4 Vice kvantifikatoru

Pokud vyrok obsahuje dva stejné kvantifikatory za sebou, je mozné jejich poradi
prohazovat, nebo-li

(Vo) (Vy)V(z,y) = (Vy)(Vo)V(z,y)
(F2) 3V (z,y) = (Fy)(Fx)V(z,y)

Toto 1ze zobecnit i na vice stejnych kvantifikatoru.
Pro ruzné kvantifikatory jejich prohozeni neni obecné mozné

(V) Fy)V (. y) # Fy)(Va)V (z,y)

Obecné plati, ze pokud je vyrok (Jy)(Vx)V(x,y) je pravdivy, je pravdivy i vyrok
(Vx)(Jy)V (x,y). Druhd implikace ale neplati, jako protiptiklad lze pouzit jed-
noduse V (z,y) jako rovnost z = y.

Dalsi otazkou je, jak se chova kombinace kvantifikatoru a logickych spojek. V
nékterych piipadech je jednoduse mozné pouzit pravidlo analogické distributivité
(Vo)(A(x) AB(z)) = ((Vo)A(x) A (Vo) B(x))

(3x)(A(x) v B(z)) = ((Fr)A(x) Vv (3x)B(x))

nicméné nefunguje to pro

(Vo) (A(x) v B(z)) # ((Vo)A(z) V (Vr)B(2))
(B2)(A(z) A B(z)) # ((Fz)A(x) A (Fr)B(2))

Moznosti, jak najit ekvialentni vyjadieni vyroku ((Va)A(x)V (Vx)B(z)) do tvaru s
kvantifikatory pred samotnym vyrokem je v kazdé casti pouzit jinou proménnou.
Prepiseme si vyrok do tvaru ((Vz)A(z) V (Yy)B(y)), kde vyrok A neobsahuje
proménnou y a vyrok B neobsahuje x. Pak

(Vo) A(x) v (Vy)(B(y)) = (Yo)(Vy)(A(z) V B(y))

Podobné lze
((F2)A(z) A (3z)(B(z)) = (32)(Fy)(A(z) A B(y))

2.5 Kvantifikatory v implikaci

Pro slozeny vyrok s logickou spojkou implikace si pravidla pro presun kvanti-
fikatoru pred vyrok odvodime snadno diky prepsani implikace na disjunkci a
po prresunu kvantifikdtoru opét na implikaci. V nasledujicim predpokladejme, Ze
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vyrok A(z) neobsahuje proménnou y a naopak vyrok B(y) nemd zadny vyskyt
proménné x. Pak

(A(z) = (Vy)B(y))

(A(z) = (3y)B(y))

((Vz)A(x) = B(y))
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( (y)) = ((3z)
= (3z2)(—A(x) V B(y)) = (3z)(A(z) = B(y))
(B2)A(z) = Bly)) = (-E0)A(z)V Bly)) = ((Vr)-~A(x) V B(y))
= (Vz)(-A(z) V B(y)) = (V&) (A(z) = B(y))

Tim padem jsme schopni pro libovolny vyrok obsahujicim logické spojky ne-
gace, konjunkce, disjunkce a implikace najit jeho ekvivalentni vyjadieni, v kterém
budou nejprve vsechny kvantifikované proménné a poté vyrok bez kvantifikatoru.
Staci nejprve vhodné substituovat proménné, které se ve vyroku vyskytuji kvan-
tifikované ve vice nez jednom podvyroku a postupot dle vyse uvedenych pravi-
del. Takovémuto tvaru vyroku, kdy jsou vSechny kvantifikatora pred samotnym
vyrokem, se iika prenexni tvar.
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3 Mnoziny a jejich zapis

Chceme-li definovat pojem mnozina, muze Fict, ze se jedna o soubor (kolekci)
prvku. Pak bysme ale méli fict, co to je soubor nebo kolekce atd.. Zjistime, ze
pojem mnozina je obtizné definovat. Jde spiSe o tzv. primitivni pojem, ktery neni
mozné definovat na zdkladé jinych pojmu, ale je tfeba ho zevést axiomaticky.
Prosteé tict, ze nékteré v matematice pouzivané objekty jsou mnoziny, a pak zavést
pripustné operace s mnozinami.

V principu lze Tict, ze mnozina je objekt, u kterého ma smysl se ptat, zda jiny
objekt je jejim prvke. Relace ,,byt prvkem*® je vlastné zakledem celé teorie mnozin.
Pouziva se pro ni symbol € a pomoci této relace a relace rovnosti je mozné dalsi
symboly jazyka teorie mnozin odvodit. Pro zac¢itek z ¢ X = —(z € X) definuje
relaci nebyt prvkem a x # y = —(z = y) relaci nebyt roven. Déle si definujeme
relaci ,,byt podmnozinou“ se symbolem C pomoci vztahu

YCX=WVr)(zeY=zeX)

My se pfimo axiomatickym vystavénim teorie mnozin zabyvat nebudeme a
k mnozinam budeme piistupovat spiSe intuitivné, presto bude tieba na nékteré
formalni aspekty upozornit, protoze ne vse je v mnozinach povolené.

3.1 Vycet prvki a praydna mnozina

Chceme-li popsat mnozinu, je nejjednodussim zpusobem vypsat viechny jeji prvky i
které zapiseme do slozenych zévorek a oddélime ¢arkami, resp. stiedniky (¢arka by
se ndm mohla splést s desetinou ¢arkou u necelych ¢isel). Tak naptiklad mnozinu
lichych jednocifernych ¢isel zapiseme {1,3,5,7,9}.

Velmi dulezité postaveni mezi mnozinami ma prazdba mnozina. Nekdy se 1ze
setka se zépisem {}, my se ale radéji budeme drzet znaceni ). Prazdnou mnozinu
definujeme

(Vo)x €0

3.2 Sjednoceni a potence

Zakladni mnozinové operace, které je treba zavést axiomaticky jsou sjednoceni
(nékdy téz nazivand suma mnoziny) a potence. Sjednoceni dvou mnozin je mnozina.|j
které obsahuje pravé ty prvky, které jsou v alespon jedné z mnozin. Tedy pro
mnoziny X,Y oznac¢ime jejich sjednoceni X UY a definujeme ho

Vz)(r e XUY & (zeXVzeY))

Sjednoceni lze definovat i pro mnozinové systémy, tj. sjednoceni systému (vice
nez dvou) mnozin. Méjme X mnozinu, jejimiz prvky jsou mnoziny. Pak jeji suma
|J X obsahuje takové prvky z, které jsou v nékteré z mnozin patiici do X.

(Vr)(z €| JX & @Y)(z €Y AY € X))
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Potenéni mnozinou mnoziny X budeme nazyvat mnozinu vSech jejich pod-
mnozin. To, ze takovy systém tvoii mnozinu je tieba zavést axiomaticky. Poten¢ni
mnoZina mnozina X se znacéi P(X) nebo také 2% a definuje se

YeXevYCX

3.3 Vydéleni vlastnosti

Dalsim zpusobem, jak vytvaret mnoziny je pomoci néjakych vlastnosti, které lze
popsat pomoci vyroku. Je ale tfeba pracovat s jistou opatrnosti. Intuitivni pojeti
je v tomto piipadé nedostatecné, jak se ukazalo objevenim Russellova paradoxu.
Uvazme M mnozinu vSech mnozin, které nejsou svymi prvky. Zapsano symbolicky

rEMe-xdr.

Je mnozina M prvkem M7 Pokud ano, pak ale musi mit vlastnost M ¢ M, tedy
M e M — M ¢ M. Pokud ne, pak M ¢ M, tedy ma pozadovanou vlastnost
a dle definice M do ni patii, tedy M ¢ M — M € M. Obé moznosti vedou ke
sporu.

Tento rozpor vyresime tak, ze vubec nepripustime definici takovéto nebo po-
dobné mnoziny. Postupovat muzeme pouze tak, Ze néjakou vlastnosti, kterou lze
popsat matematickym vyrokem, vydélime prvky z jiz existujici mnoziny a vy-
tvoiime tak jeji podmnozinu. V dusledku toho nemuze existovat ,mnozina vsech
mnozin“ a univerzum U obsahujici vSechny objekty, s kterymi pracujeme, které
lze definovat jako

(Va)(z e U &z =x)

neni mnozinou, ale tzv. tfidou.
Nyni Ize definovat dalsi operace s mnozinami

e prinikk X NY ={zre X;z €Y}

o rozdil X\ Y ={zx e X;2¢Y}

e symetricky rozdil XAY ={z e XUY;z & X NY}
e doplnek X = {z;(x ¢ X)} =U\ X

V definici dopiiku pracujeme s U jako s mnozinou, coz ale byt nemusi. Pokud je
v ramci néjaké teorie univerzum, v kterém pracujeme, mnozinou, pak je doplnek
korektné definovan a dopliek mnoziny je mnozinou.
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3.4 Vlastnosti mnozinovych operaci

Pro takto zavedené operace plati algebraické zakonitosti podobné vztahum mezi
¢isly a ¢iselnymi operacemi. Uvedeme si zde ty zédkladni, jejich dukazy jsou
vétsinou snadné z rozepsanych definic.

Zakony typu uspotradani:

(VX)0C X

(VX)X C X - reflexivita,

VX, )X CYAY CX)— X =Y - antisymetrie.

VX, Y,Z2) (X CYAY CZ)— X C Z - tranzitivita.

Relace , byt podmnozinou® je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, jedna se
tedy o ¢astecné usporadani. Usporadani potencni mnoziny prvnich n prirozenych
¢isel relaci C se nazyva Booleovské uspotrddani (fadu n).

Algebraické vlastnosti N, U, :

e dvoji doplnék (X) =X
e komutativita X NY =Y NXaXUY=YUX
e asociativita X N (Y NY)=(XNnY)NnZaXU(YUuY)=(XUY)uZ

e distributivita X U(YNZ) = (XUY)N(XUZ)aXN(YUZ)=(XNY)U
(XN2Z)

Jak si muzeme vsimnout, na rozdil od ndsobeni a s¢itani ¢isel, plati pro sjednoceni
a prunik mnozin obé mozné distributivity, podobné jako to bylo u logickyc spojek
disjunkce a konjunkce.

Poslednich nékolik vlastnosti je odlisnych od téch, které zndme z operaci
v ¢iselnych oborech, ale odpovidaji operacim v Booleovych svazech. (Operace,
v kterych se vyskytuje univerzum plati, pokud je univerzum mnozinou, jinak
nemusi davat smysl.)

idempotence X N X =X a XUX =X

e XND=0aXUph=2X,

e XNU=XaXUU-=U,

e XNX=0aXUX=U,

e De Morganovy vzorcemzyLJ?am:yﬁ?.
De Morganovy vzorce jsou nékdy znamé spiSe ve tvaru

o A\ (U; Bi) = Ni(A\ Bi),

o AN\ (M Bi) = Ui(A\ By).
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3.5 Mnozinova interpretace logckych spojek

Nyni se pokusime dat do souvislosti mnozinové operace s logické spojky vyrokové
logiky. Budeme-li za univerzum uvazovat mnozinu vSech moznych ohodnoceni
proménnych (elemntérnich vyroku nebo napf. éiselnych proménnych v éiselnych
oborech), pak vyroku V lze pfifadit mnozinu vsech ohodnoceni M (V') pro ktera
je V pravdivy.

M(V(z)) ={z € U;V(x)}

Negace vvyroku pak odpovida doplnku mnoziny, konjunkce dvou vyroku operaci
prunik a disjunkce operaci sjednoceni.

M(=V) = M(V)
MV AW) = MV)nMW)
MV VW) = MV)uMW)

3.6 Nekone¢né mnoziny

Nakonec se podivejme na nekoneéné mnoziny. Vlastné zatim zadnou takovou
mnozinu nemame vytvorenu, protoze ani vy¢tem prvki, ani sjednocemim mnozin
a operaci potenéni mnoziny nemuzeme (z koneénych mnozin) vztvorit mnozinu
nekonecnou. Ostatni operace ndm neumozinuji mnoziny zvétSovat, az snad na
doplnék, ale ten je vzdy podmmnozinou univerza, které bysme pfednim museli
vztvorit jako nekonecnou mnozinu. Kde se tady nekoneéné mnoziny vezmou? Je
nutné zavést néjakou nekoneé¢nou mnozinu axiomaticky. Znéni takového axiomu
si uvadét nebudeme, berte to pouze jako fakt. Celd teorie mnozin a s ni i (témér)
celd matematika stoji nikoli na nevyvratitelnych ptirodni zakonech, ale na dohodé
matematiku, ze néco ,tak je“ — prijmeme axiomy matematické logiky a teorie
mnozin. Bez toho by nebylo mozné vybudovat pfirozena ¢isla a jejich aritmetiku.
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4

Cviceni

Nekolik prikladu na procvicovani.

Priiklad: Prepiste slovni tvrzeni do formuli s kvantifikatory a logickymi spojkami.
Pokud neni uvedeno jinak (a je to potieba), pouzijte jako universum mnozinu
ptirozenych ¢isel N = {1,2,...}.

1.

2.

V mnoziné A existuje ¢islo vétsi nez 3.
Z&dné cislo z mnoziny B neni vétsi nez 57.

Pro kazdé ¢islo z mnoziny C' plati, ze pokud je sudé, potom jeho trojnasobek
neni prvkem C.

Pro zadné ¢islo z mnoziny A neexistuje ¢islo z mnoziny B takové, ze jejich
soucin je vétsi nez 57.

.V mnoziné A existuje cislo, jehoz kazdy délitel je mensi nez 57.

Pokud mnozina B obsahuje vSechny délitele ¢isla 15, pak B obsahuje i vSech-
ny délitele ¢isla 27.

Mnozina C' obsahuje pravé dvé suda a pravé dvé licha cisla.

Pokud kazdé celé sudé ¢islo patii do mnoziny A, pak zadné celé sudé cislo
nepatii do mnoziny B.

Priklad: Zapiste tvrzeni jako matematicky vyrok. Pokud je to potiebné, berte
vSechny zminéné mnoziny jako podmnoziny celych ¢éisel.

1

2.

Kazdé cislo z mnoziny A je souc¢tem dvou ruznych ¢isel z mnoziny B.
Soucet kazdych dvou ruznych ¢isel z mnoziny B je prvkem mnoziny A.

Mnozina A je pravé mnozina souctu dvojic ruznych ¢isel z mnoziny B.

. Kazd4 dvé ruzna &fsla z mnoziny M se bud’ lisi nejvyse o 5 nebo je jedno

kladné a jedno zaporné.

. Jestlize mnozina C' obsahuje pouze celd suda cisla, pak je kazdé ¢islo z B

délitelné néjakym nenulovym ¢&islem z mnoziny D.
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Priklad: Definujte nasledujici mnoziny:

1. A je mnozina vsech pfirozenych trojcifernych cisel,

o

B je mnozina druhych mocnin jednocifernych provocisel,

@

C' je mnozina celych ¢isel, kterd jsou druhou mocninou celého lichého ¢isla,

s

D je mnozina celych ¢éisel, ktera jsou druhou odmocninou celého sudého

¢isla,

5. E je mnozina ptirozenych cisel, kterd nemaji zadného délitele v rozmezi
¢isel 10 az 100 (véetné),

6. F' je mnozina prirozenych ¢isel, kterda maji prave dva prirozené délitele (tedy
F' je mnozina prvocisel),

7. G je mnozina prirozenych ¢isel, kterd maji prave tii prirozené délitele,

8. H je mnozina prirozenych délitelu prirozeného ¢isla n.

Priklad: Dany mnoziny A, B C Z, definujte:
1. mnozinu vSech ¢&isel, kterd Ize zapsat jako soucet ¢isla z A s ¢islem z B,

2. mnozinu vsech ¢isel, ktera jsou celoc¢iselnym nasobkem nékterého z cisel
z mnozin A nebo B.

Priklad: Porovnejte nasledujici dvojice mnozin:
1. 20\B 5 24\ 2B
2. 24UB g 24 28,

3. 24NB 5 24 N 928,

Piiklad: Necht aq,as,as,... je posloupnost redlnych c¢isel. Rozhodnéte, jaké
vztahy (které implikace) plati mezi nésledujicimi tvrzenimi a pokuste se vyroky
popsat pomoci zndmych pojmu (monotonie, omezenost apod.).

Tl: VYeeR'VneN: a,>c

T2: VYeeR"3IneN: a,>c

T3: 3JeceR"'VneN: aq,>c

T4: VneNVeeR'T: aq,>c

T5: VneN3JceRY: a,>c

T6: IneNVeeR": a, >c

Co se zméni, pokud ve vSech trzenich mnozinu kladnych redlnych cisel R* na-
hradime vSemi realnymi cisly R?
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