Matematické dovednosti

Dikazové techniky



Dikaz (p¥imy)

Co je to dikaz?

Posloupnost (konetnd) pravdivych tvrzeni:
P axiomy, axiomy teorie
» dfive dokdzand tvrzeni
» odvozeni nového tvrzeni z jiz dokdzanych (plati-li A a A= B, pak plati B)
» dedukce: dokdzat A= B v teorii T je totéz, jako dokdzat B v teorii T U {A}
» tranzitivita implikace: plati-li A= B a B = C, pak plati A= C
>

kon&i dokazovanym tvrzenim



AG nerovnost

Tvrzeni
Vx,y € RT
Dukaz:
X+Yy
2
(x+y)?
4
(x+y)?
X%+ 2xy + y?
x? = 2xy + y?

(x —y)?
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AG nerovnost

Tvrzeni
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Nepfimy diikaz

Tvrzeni
Je-li soucin dvou celych &isel lichy, jsou obé E&isla licha.
Dukaz:
2 X(ab) = (2 XaA2 Xb)
obména implikace
(2\a Vv 2\b) = 2\(ab)

rozborem p¥ipadi

2\a 2\b
dkeZ:a=2k HeZ:b=2
ab = (2k)b = 2(kb) ab = a(2¢) = 2(at)

2\(ab) 2\(ab)



Dikaz sporem

Tvrzeni
Odmocnina ze dvou je iraciondlny.

Dikaz: pro spor at v/2 € Q

Ip,q€Z:vV2="E NSD(p,q) =1
2=12
9

2q2 — p2
2\p?,2\p
dreZ:p=2r
2q% = (2r)? = 4r?
q2 — 2r2
2\¢%,2\q

NSD(p, q) > 2



Matematicka indukce

Tvrzeni

Soué&et prvnich n lichych ptirozenych &isel je n®.

Diikaz: k-té liché &islo je 2k — 1, chceme dokédzat >_}_,(2k — 1) = n?.
Matematickou indukci dle n

n=1:
1

L= 2k-1)=1=1"=P,
k=1

n—n+1 L,=P,= Lot1=Ppi1"

n+1

L1 = Z(2k— 1)= zn:(2k— D+@2nh+1)-1)=L,+(2n+1)=
k=1 k=1

= P,+@2n+1)=n’+2n+1=(n+1)2=P,



Silnd indukce

Tvrzeni
KaZdé pFirozené Cislo vétsi neZ jedna ma prvociselného délitele.

Dukaz: Matematickou indukci dle n
n prvotislo: n\n

ind. krok: ,Vk < nTy = T,"

n prvocislo — viz. prvni krok

nslozené — 3k, L € Z : k£ >2 AN n= k¢
dle IP je pro k < n tvrzeni pravdivé, tedy ex. prvolislo p délici k
p\k A k\n = p\n



Minimalni protiptiklad

Tvrzeni
KaZdé pFirozené Cislo vétsi neZ jedna ma prvociselného délitele.

Diikaz: sporem — at existuje n > 2 takové, Ye n nemd Zadného prvotiselného d&litele

volme n minimalni takové
urcité n neni prvodislo

n je slozené — 3k, L € Z : k,f > 2N n=k{
jelikoz k < n, neni k protip¥iklad

existuje prvocislo p dé&lici k

p\k A k\n= p\n



Dukaz existence

Tvrzeni
Pro kaZzda dvé racionalni Cisla a, b, kde a < b, existuje racionalni &islo x splriujici
a<x<hb.

Diikaz:
a+b
T2
musime ukazat, Ze
> xeQ
> a<x<b
Tvrzeni

Pro kaZda dvé redini &isla a, b, kde a < b, existuje x € Q spliiujici a < x < b.



Jednoznacnost

Tvrzeni

Polynom x3 + x — 1 m4 prave jeden redlny koFen.

Duakaz:

Existence:

f(0) = —1, f(1) =1, tedy existuje x € (0,1) pro které je f(x) =0

Jednoznaénost:
f'(x) = 3x? + 1 je vzdy kladn4 a tedy f je ryze rostouci na celém R



Jednoznacnost

Tvrzeni

Necht A € R™™ je reguldrni matice, pak pro Vb € R" md rovnice Ax = b pravé
jednoFeSeni.

Duakaz:

Existence:

x = A71b je YeSenim, nebot Ax = A(A71b) = (AA L )b=Ib=0b

Jednoznaénost:
at x, y dvé fedeni, tedy Ax = b = Ay, pak

Ax—y)=Ax—Ay=b—-b=0

takZe x — y je feSenim Az =0
z regularity A ma takova rovnice pouze nulové feseni
tedy x —y=0anutné x=y
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