Matematicka analyza 1

Priklady na cviceni

(ver. 2.34, 9. kvétna 2024)



1 Limity posloupnosti

Priklad 1.1:

Rozhodnéte, zda jsou nésledujici posloupnosti (a,)%; monotoni a pokud ano,

urcete typ monotonie (rostouci, klesajici, nerostouci, neklesajici, konstantni):

a) a, = sin(nm)

b

_ n+1

)
)
c) a, =
)“n—m

d

Priklad 1.2:

Rozhodnéte, zda maji nasledujici posloupnosti limitu. Spoctéte ji nebo ukazte, ze

neexistuje.

a) lim, o - [0]
b) limy o0 ;7 [0]
c) lim, % [0]
Q) im0 0
e) limy, o0 2= 1]
f) lim, oo (—1)" [neex.]
g) limy, o (—1)" [1]
h) lim, e &2 [0]
i) lim,, . 502 [0]
j) limg,_e0sin & 0]
k) limy, o cos(%F) [neex.]
1) lim,, 00 In(y/n) [+00]
m) lim, o 52 [0]

) i oo n (14 ) 0]

Priklad 1.3:
Spoctéte limity:



a) lim, e
b) lim, e
c¢) lim, s
d) lim, oo
e) lim, o
) lim,, o
g) lim,
h) lim,
i) lim,, o
i) lim, a0
k) lim, s
) lim,, o
m) lim,
n) lim, .

0) lim, e
p) lim,
q) 1m0
r) lim, o0

s) limy, o0

Priklad 1.4:

2n24n+1
n3+1

2n2+1
n+1

3n242n+1
n242n+3

n*—n2+41
nt4+nd34+n—2

2n24n—3
n3—1

2n3+6n
n3—7Tn+7

2n°+3n—2
n®—3n+1

9100,
n2+1

4(n+2)18
nl8+4n9+5

6nt+3n24+12
12n3+4n2—n

Vo
T

%i (pro n > 2)
Wsin(n!)

n+1
{/16-L 2
\/16—1—4

5n_3n

27437457
2n+1 +3n+1 +5n+1

8n+1
371

21’1,

Spoctéte limity:

a) lim, o

b) lim,, e

n2+2n
n34+2.2n

el



. n27n+n35n
¢) limy 00 257 7age

: 2n24-2n+4n sin(2n)
d) limy, o n cos(3n)+(2n-+sin(4n))?

. n2+1
e) lim o0 755

\/ n+vn

vn+1

f) lim, 0o

Priklad 1.5:
Spoctéte limity:

a) lim, .oovn+1—+n—1

vVn+2—y/n+1
vVn+24++/n+1

&) limyoon (/141 —4/1-1)
0) it (VT — /i)
¢) limy oo n(vAF 1 — v =1)

f) limy oo n(vn?2+1—v/n?+1)

g) Timy oo (/L +1-1)

h) lim, o (—1)"y/A(VA T 1 — V/A)

i) limy oo %J

b) lim,

27L

n!
nn

k) lim, e

Priklad 1.6:
Spoctéte limity:

a) lim, oo vn + 1

[neex.]



2n+l 3n+1 n
hmn%oo \/ n+2 n+3)

. 47L 371/ N 2n
k) limy,_yeo {/ 2at sin(2")

5n44n cos(37)
1) limy oo cos(t + ) -1

. 5+ ¥n3+n2—sqrtn®+n
m) lim, oo T

. n+sin?(n)—4/n—cos2(n)
n) lim, . v mi\\//ﬁ

) lim Ynsr2— YnZ+1
0 n=o0 T\ /nd+1

X (24_%)100_(4_%)50
CI) hmn—>00 (87%)347(4+%)51

Priklad 1.7:
Spoctéte limity:

a) limy oo =g +3n cos(2nm)
b) lim, e —=r—57 cos(2nm)
¢) Timyoe(=1)" (5 — 2)

) Tty (1 (2~ 2)
gL Hsin()

e) hm’n—>o<> (2n+1)3

n_JrQ)5n

f) limnﬁoo( -

[neex.|

[1/8]

10]



g) limy o (525) o [€3]

2n34-(—1)" sin(3n)

h) lim, o 3—3n2

N - (=1)"n?
1) hmn—)oo 203 —5n2

. . 2n+1+4n
j) limy oo n—lig—n

n4(—1)"sin(4")

k) limy, o0 3nd_4n3

: (1)
D) limys o0 5271,

Priklad 1.8:
V zavislosti na parametrech k,l € N urcete limity

: (n+1)F—nk
a) lim,, o0 kT

(n+1)F—(n-1)"

b) limy, 00 (1) —(n—1)!

k !
. n®—(n—1)
C) limy, o0 Y

(n+1)*+(—n)’

d) lim, e (n—1)F—nl

Priklad 1.9:
Spoctéte limity:

a) lim, o ap, kde a3 =0,a,41 =2 +1pron=1,2,...

b) lim, o0 @y, kde a1 = 1,a,11 =2 +1pron=1,2,... 2]

¢) lim, o0 ap, kde a1 = 1, @pyy = & (an + 1) pron=1,2 ...

2 an

d) lim, o0 ay, kde a1 = /€, @41 = Va, +cpron=1,2,...ace R [{/1 + (]

Priklad 1.10:
Urcete hromadné body posloupnosti definované nasledovneé:
a; =1,pron >2jea, =min{d € N:d >2Ad\n}.
Priklad 1.11:
Spoctéte soucet geometrické fady > .-, q" (v zavislosti na parametru ¢ € R).

Priklad 1.12:
Ukazte, ze harmonickd fada diverguje, tj. > po, 1 = +0o0.



2 Limity funkci

Priklad 2.1:
Spoctéte limity:

a) lim, ,osgn(x)
b) lim, o sgn(x?)

d) li —1

nx

)
)
¢) Tim,_sin 1
)
) li

e

tg(af)

l—cosz
g) lim, o l=ces

In(z+1)

Priklad 2.2:
Spoctéte limity:

: 2x° 47241
a) My o0 Fo5—p5— 2

: (22 —2—2)2
b) limge2 55016

: z2—5z+6
¢) limy 3 55755

(142)(14+2z)(143z)—1

1+x

) 11m:1:~>0

Vitr—v1—x

f) 11m$_>0 {”/Hﬁ—%/ﬁ

g) lim, 10 \/T + T+ VE—

Priklad 2.3:
Spoctéte limity:

3—x?—z+1

a) limg P

3.2
: 4 —zr—1
b) lim, 1 55
3_,.2
: x°—x—x+1
c) lim,, 1 &=t



: 23 ta2—z—1
d) limg, 34252 —z—2
Yigz—1

T
V12— ¥x120

e) hmx_>0

g) lim, 4 Y202

Vr+13—2+v/z+1

h) 11m1‘—>3 22-9

Priklad 2.4:
Spoctéte limity (m,n € N):

. 1+mz)"—(14+nx)™
2) lim,_o Qrma)'=(tne)

: z+z2+. 42" —n
b) lim, ., SEebeta o
C) 11m$_>0 l—gi;x—l

: V1+tax— V1+bx
d) lim,_,q ==

. zm_l
e) limg, 1

E—1

Priklad 2.5:
Spoctéte limity:

In(1+sin z)

¢) lim, yo(z + 1)=

Priklad 2.6:
Spoctéte limity:

a) limy oo In (V22 +1— V2 +1) — 5sin(z)
b) lim, o+ (1 + tan(z2))*
) lim v ((2)"+ 1))

(:82—6J:+9> (cos( ﬁ)—&—l)
202 —2x—12




(:1:272173) (cos(ﬁ)+1>

e) lim, .3

202 —2x—12
. 8(z—1)—222) (cos( =15 )+1
)l BN
. sin( (2z)3/3
g) lim, o (m8/3 )

hmx—mo 62ar:(2—|-sinz‘) _ e:r:(2+sin1‘)

lim, ; (|z] — 2)

2sin? z4sinz—1
2sin? z—3sinz+1

1) lim, o0 (sin v + 1 — sin/z) 0]

k) limwﬁ%

Priklad 2.7:
Pro nasledujici funkce urcete, v kterych bodech jsou definované a v kterych jsou
spojité:

a)%

b

) sinx
c) sin -
d)

sin

cos“ x
e) l—sinz



3 Derivace

Priklad 3.1:
Spoctéte derivace:

a) (22 + 3z — 1)

b (52)

c) (€2 + a2 )
d) (In(22+ 1))
e) ((sinz + cosz)?)
£) (sin®z + cos? z)’ 0
e) (Vr+1l+vr+2)

—4\/:73—)
i) (a7) e™%(1 + Inz) = 2%(1 + Inx)]
i) (amey (2221 I 2]
k) ((nz)7)’ [(Inz)*(Inlnz) + (Inz)*!]
) (arcsinz)
m) (arccos )
n) (arctani)’ .
0) (cos’(22)) [—65in(2z) cos?(22)]
p) (sinvz — 1) jeosye=T,

/
2) [ —2x ]
1422 —
2y2 1=
(14+=2) \/E

[227F! + 2727 In 2]

gt rn? 2 + xlne + 1)]

10



Priklad 3.2:

Urcete definiéni obory funkei a spoctéte jejich derivace (vsude, kde existuji):
a) cos®(2z)
b) sinvx

¢) \/ o [l D~ (1, 00)]

2(x2+1)2

2241

d) 2?sin {"/LE

e) In <Z~2J:11>

f) In(In(sinx)) [Cﬁts?ff? Dy = (]
g) In(sin(e”)) [e*cotan €*, Dy = (—oo,In(m)) U Ur—, (In(2k7), In((2k + 1)7))]
h) zcosz + sin(2z?) [cosz — xsinx + 4a cos(22?), Dy = RR]
i) 2o71 4 37+t

j) we™ (1 -24%)e™, Dy =R]

Priklad 3.3:
Urcete, va kterych bodech existuej derivace funkce

[ 2®|cosZ| prox#0
f(x)_{o prox =0

Priklad 3.4:
Pomoci 'Hospitalova pravidla spoctéte limity (a > 0)

a) lim,_ .,z sin %

) llmx_> Ytanz

4251ncc 1

d) lim,_o w

) hmwﬁo (smx)m
f) limg oo (L)x

2 arctan x

Priklad 3.5:
Spoctéte limity funkei, nebo dokazte, ze neexistuji (k € Z)

11



. ln(az2 —z+1)
a) limg o In(z10ta+1)

b) lim, ,oz - ,/\Cos%]

. n x 3 T
c) lim, 00 %

d) lim, = tan z*">*

: sin z—cos x
e) hmwﬁ% =3t

: sinz—cos x
f) llmx%% W

N\ &
g) lim,—o (1557)

h) limg oo In(1 4 27) - In(1 + 2)

sin(sin(sin x)) k
— 77N T
cos( g cos )

j) lim, ,(cosvz + 1 —cosvz —1)

)
k) lim, = tan 2z - tan(} — )

1) lim, ,oIn (%)

II]) 11H1z->0 elfcos T

Priklad 3.6:
Rozvinte Tayloru polynom v bodé z = 0 (alesponi do druhého fadu).

Priklad 3.7:
Rozvinte Taylort polynom funkce Inx v bodé z = 1.

Priklad 3.8:
Spoctéte (pomoci Taylorova rozvoje) limity

12



22
cos :cfl+7

) lim, o 7

—1
sinx—x

b

llrnz—>0

1

)

) tim, o (% )
)
)

sm- x

d hmx—>0 ( 12 x)

" tan

cos x-arctan r—x

€ z(2e®—e2r—1)

llrnz—>0

_ 1
f) lim, o (Cos% —e 212>

1—(cosz)sine

g) lim, o 23

2
VI1—2z+az3— \3/1—3x+:1:2—%
3
x

Priklad 3.9:

Diky znalosti rozvoje = =1+ 4+ 2? + 2® + ..

%) T

b) 1%

1
C) 1-2z+x2

Priklad 3.10:
Vysettete priubéh nasledujicich funkei

a) %%

d) 3#—\%
e) Va2 — 2+ 1

h) (z+ 1)2/3 + (x — 1)2/3
i) L

13

. rozvinte v nule



. 23
J) 1—$+ 743
sinx + cos®

| sin x| + cos 2z

)
)
m) sin(sinz))
n) et+*
0) 6—124-3:6—7
1 1
P) 5 T T
2
q> |a:a\:+1
r) |x|et”

arctan £tL

)

)

t) arcsin(cos® )
) P

v) arcsin gi—;}
o

W) arccos

T

V1—22

X) arccos

Priiklad 3.11:
Pro pevné danou hodnotu o € RT urcete, kery z obdélniku s obvodem o ma
maximalni obsah.

Priklad 3.12:
Jaké rozméry ma mit termoska ve tvaru vélce s objemem 1 litr, aby méla nejmensi
mozny povrch.

Priklad 3.13:

Do rota¢niho kuzele o poloméru podrstavy R a vySce H vepiste vélec tak, aby
jejich osy byly totozné. Jaky bude polomér podstavy r a vyska h, aby mél ma-
ximalni objem.

Priiklad 3.14:

Stojite na biehu feky o Sifce 12 km a chcete se dostat do vesnice Limita na
druhém biehu vzdédlené 20 km proti proudu (zméfeno piimo od mista naproti
vasi pozici).

14



Jste schopni plout na lodi rychlosti 6 km/h (rychlost proudu zanedbévejte)
a po brehu bézet rychlosti 10 km/h. Urcete, v kterém misté pristat s lodi na
protéjsim biehu (nejprve poplujete a pak pobézite po biehu), abyste se do Limity
dostali co nejdrive.

15



4 Integraly
Priklad 4.1:
Najdéte primitivni funkce:
a f 22422 — 3 dx
b) [e* —e " du

)
)
¢) [sinz+ cosz dx
d) [(z+5)? da
)

e f”T;dx
) [ 1 do

g) [tan*z dx

Priklad 4.2:

Vhodnou substituci najdéte primitivni funkce:

a fxe‘xQ dx

)
b) [tanx dx
¢) [sin*z dx
d) [cos’z dx

©) [ do

f) f—(a:—l—})\/:? dx

8) [ s dr

h) fo—T—;zl’-i-Q dx

i) [sin’z de

Priklad 4.3:

Pomoci metody per partes urcete primitivni funkce:

a) [xsinz do

b) [xe® dx

16

[I—; + 2% — 3z + (|
[e” +e "+

[sinx — cosz + (]
(2 + 52 4 252 + ¢
2V + 2Va3 + ]
[ — arctan x + |

[tanz — x + (]

[—ze7 + (]

[In |55l +

Cos T

[

[3(z 4 sinz cos z) + ¢

(x —sinz cosx) + |

N[

2 arctan®? z + ]

[2 arctan \/x + ]
[arctan v/22 — 1 +
[$1n|2? + 22 + 9] + (]

[3 cos® x — cos + ]

[~z cosz +sinz + |

[(z —1)e” + (]



¢) [Inz dx [zInz — z + (]
d) [a?cosz dx r?sinx + 2z cosx — 2sinx + |
e) [sin’z dx [—3sinzcosz — £ + (]
f) [arcsinz dzx [z arcsinx + /1 — 22 + ¢]

Piiklad 4.4:
V zévislosti na parametrech a,b,c € R an € N (kde a # 0,b* — 4c < 0), spoctéte
primitivni funkce:

a) [ do [2In |az + b| + ¢]

b) J G 4 [ Tar=]

0) [ g du

d) [ s do [ alrctanL%b2 + ]
-2 -2

) [ i dr [%ln\x2+bx+c\—2 b{farctan%ch]

Priklad 4.5:
Najdéte primitivni funkce:

a) [ du [t(njz+ 1] —In|z —1]) + ¢
b) fﬁdm In|z—1]+ =5 4+
) [ =g da [\/garctan””—jgl—i—c]
d) fﬁ% dx [z +3In|z — 2|+ 3In|z — 3] — In|z| + (]
e) [0 da [ml—léj+...+%2+31n|m+1|—21n|x—1|+c]
f) [ d [1(n|z — 1] = In|z + 1|) — 1 arctan z + |
g) [ a5 dr [—3ep + sz + 1] = Inz +2]) + ]
h) fx;f—il dx [%—I—%ln|x—1|+%ln|m2+x+1|—\/Lgarctan(Qf/gl)—i—c]
i) [ de

j) f:vQ-T-—gzl-iﬁ dx

17



k) x2—22—2 dI

r2+4+x—2

1) f z+1 dr

24223

Priklad 4.6:

Najdéte primitivni funkce:

a) [wsin2x dx

b fxsinx2 dx

d

)
)

¢) [2*sinz dx
)

Inx
f vV 1+Inx dl’

sin z cos x
e) [ Spreest gy
sin? z+cos?

£) [Vad + Va? do
g) [ U5 de

xz+1 dl‘
z—1

Priklad 4.7:
Najdéte primitivni funkce:

a f sinx
b f CcCos T

)
)
¢) [cotan x dx
)
)
)

d) [cos’z dx

e) [a?cosz dx
ff:vln”ivdx

f _sinz+cosx
\/smx cosx

h 1
)f\/mdx

[—1xcos2x + Lsin 2z + (]

[—3 cosz? + ]

[—2? cosx + xsinz + cosz + (]

2(1+1Inz)*? —2(1+1nz)"/? +

[2cos2x + C]

[In | tan Z|]

[% 4 sin42:): +C]

r?sinx + 2z cosx — 2sinx + |

18



1) fcos T dLU

s x

) | s de

k) [rarctanx dx

1) [arctanz dx [zarctanz — £ In(z? + 1) + ¢
m) [arccosz dx [z arccosx — /1 — 22 + (]

)
n) [In(z + V14 2?) do
0) [sin(lnz) dx
p) [a"Inz dz, kde n # —1
)

q) [e*sinbx d [%(a sinbx — beosbx) + |

) | 5= de [In(e” +e7*) + ]
s) fln x dr

) [ e de
Y F—
)

)

)

t

=

cos? z—sinz+11

v

j‘ sin x dZL'

sin? z+cos z+5

w) [sinzcoszIn(sinz cosx) dx

x) [V1—2?dx 5 (arcsinz + xv/1 — 22) + ¢, subst. = sint]

Priklad 4.8:

Najdéte primitivni funkce:
) [8e” +16e* — 2 du
b) [l do
c) [ gcf—i dx
d) [e"sinz dx
¢) [ st du
) [sin"x dx
) [ cos™x dx

19



h) [e®z" dx

i) [vZlnzds
i) [ R do
k) [ = dx

D [

)
m) fmdx
)

dx

=

f 1+ez/b+ez/5+ez/2
o) [ m dx
) [ ey dv

q) [ s de

1) [ VEln(ya) do

s) f%dm

t) [sin®zcos®x dz
u) [ % dz

dx

ffﬂ

Priklad 4.9:
Spoctéte urcité integraly:

a) f_21 || dx

b) [T _sinz_ g

0 34sin’x

¢) [fxlnz dx
d) fi,. | Inz| dz
e) f_; % du

f) fOW/Q sinz cosx dz

) J{ 2 Inz dx

[ arctan(v/3 tan(z,/2)) + ¢
[3(In(e” +2) + 2In |e” — 1]) + ¢]
[s2%%(3Inz — 2) + ]

[Vz(lnz — 2) + d

[ = 2 4

[+ 2V +
[z — 2z 4+ 2In(y/z + 1) + (]

20



h) f02 2% dx [525]
i) f_ll = dx [neexistuje]

Priklad 4.10:
Spoctéte obsah plochy mezi grafy funkei

a) f(r)=a2*—-2r+1ag(r)=a%—2>—2+1 (s pruseciky v 0 a 1) [5]
b) f(z) =3—l|z|ag(z) = 52 8 — 31n 5]
¢) f(x) =% ag(z) = rm 5 - 3]

Priiklad 4.11:
Spoététe plochu ohrani¢enou parabolou y = x? a pifmkou ve vysce h nad vrcho-
lem paraboly. [%h\/ﬁ]

Priklad 4.12:

Vezméme funkci sin x na intervalu (0, 7) a jeji ,,prevraceny obraz ukotveny v bodé
(0,1)“ (funkce 1 —sinz). Spoéctéte plochu ttvaru ktery lezi mezi témito kiivkami
(takova cocka). 2v/3 — 2]

Priklad 4.13:
Spoctéte délku krivky funkce na daném intervalu

a) f(z) =% — 5% na (2,4) 6+ 1In2]

b) g(z) =In——ma (0,%) [£1n(3 + 2v/2)]

2av/1+4a2 +ln(2a+\/ 1+4a2)

c¢) h(z) = 2% na (0,a), a >0 [ 2 ]

d) ch(z) = \/z na (0,a?), a >0 [2aw+1n42a+\/m)]

Priiklad 4.14:
Pomoci integrace spoctéte délku kruznice, plochu kruhu a objem a povrch koule
o poloméru r

Priklad 4.15:
Spoctéte objem a povrch plasté télesa vzniklého rotaci paraboly y = 22 o vysce
h kolem osy v. V=12 p= T ((4h+1)%% —1)]

2
Priklad 4.16:

Spoc¢téte plochu dtvaru s hranici danou vztahem |2z — 1| + |2z + 1| + 2|y| = 4.
[3]

Priklad 4.17:
Pomoci integrace spoctéte

21



a) plochu 1tvaru ohrani¢eného parabolou 3? = x a pifmkou y = x — 2

)
b) plochu ttvaru ohrani¢eného kiivkou funkce In x, osou = a piimkou x = e
¢) objem télesa vzniklého z itvaru b) rotaci kolem osy z

)

d) objem komolého rotaéniho kuzele s vyskou v a poloméry podstav r a R

[2)

N [©

,b) 1,¢) e—2,d) Z(r*+rR+ R?)]

Priklad 4.18:
Spoctéte objem a povrch plasté télesa vzniklého rotaci paraboly y = 2% o vysce
h kolem osy . V=m2p= T((4h +1)%2 = 1)]

2
Priklad 4.19:
Spoctéte délku Asteriody zadana parametricky

x(t) = asin®(t), y(t) = acos(t), t € [0, 27]

kde a je redlny nenulovy parametr. 6]al]

Priklad 4.20:
Pomoci vypoéctu integralu odhadnéte co nejlépe harmonické éislo H,, = >,
In(n+1) < H, <In(n) + 1]

1
%

22



