Matematicka analyza 1 — Integraly

cviceni misto 1.5.2024

Primitivni funkce je operace inverzni k derivovani (anglicky se nazyva vystizne
antiderivative). Tedy F je primitivni funkei k funkei f, pokud F' = f.

Pokud se zamyslime na jednoznac¢nosti primitivni funkce, zjistime, ze ruzné
funkce mohou mit stejnou derivaci. Takové dvé funkce se pak lisi o funkci s
nulovou derivaci a to je konstantni funkce. Primitivni funkce tedy sice neni jed-
noznacnd, ale lze to vytesit aditivni konstantou, kterda muze nabyvat libovolné
realné hodnoty.

Déle si uvédomime, ze derivace je linedrni operator (lin. zobrazeni na prostoru
funkei, které vsak nema trividlni jadro) a diky tomu bude i operace nalezeni
primitivni funkce zachovédvat linearitu.To znamend, ze (jsou-li F, G prim. funkce
k f,g a a € R) primitivni fukce k funkci af je aF a prim.. funkei k f + g je
F+G.

Pripomenme si nékteré zakladni derivace:

z® kah—t pro k # 0

sin x CoS T

COS & —sinx
Inz 1
xT
tanx %
COos“ &
arctanr ——
1422



Prohozenim prvniho a druhého sloupce tabulky ziskdme primitivni funkce
k nékterym zakladnim funkcim:

k 1 k+l .
x it pro k # —1
L In x|
X
et e*
sinx —cosz

cosxT Ssinzx

Nékteré tadky z prvni tabulky jsme do druhé nepiepisovaly, protoze derivace
nékterych funkei nejsou tuplné zakladni funkce. Naopak nékteré funkce nam v
tabulce chybi a odpovidajici primitivni funkce ¢asem dopocteme.

Pro dalsi zapis opustime znaceni primitivnich funkci pomoci odpovidajicich
velkych pismen a za¢neme pouzivat znacku integralu, tedy primitivni fukci k
funkce f(x) budeme zapisovat jako [ f(z) du.

Priklad 1:
Spoctéte
a) [sinz+ cosz dx

b) [e* —e ™ dx
¢) [(z+1)?da

Reseni:

a) ze znalosti prim. funkci k funkcim sinz a cosx a linearity dostaneme
/sinm +cosz dr = —cosx +sinx + C (C € R)

b) prim. funkci k e, zndme, pti hledani prim. funkce k e™* zkusime spocitat

derivaci (e7*) = e * - (—1) = —e™® coz nam nakonec situaci zjednodusuje,
takze

/ex—exdx—ex—i—em—l—C

¢) nejprve roznasobime polynom a pak fesime ¢len po ¢lenu

3 ZL‘2

3
/(az—|—1)2dx:/x2+2x+1dx:%+2?+x:%+x2+x+C



Substituce ze vzorce pro derivaci slozené funkce:

(f(g(x))) = f'(9(z)) - ¢ (x)

dostavame
Véta. Je-li F(x) primitivni fukce k f(z), pak F(g(x)) je primitivni funkce k
flg(@)) - g'(x).

Substituci si tu muzeme ilustrovat na predchozim pifkladu [(x + 1)* dz.

Vnitini funkel bude g(z) = x + 1 s derivaci ¢'(z) = 1 (coz vyrazné zjednodusuje

3

pouziti véty o substituci), vnejsi funkce f(x) = 2 s primitivni funkei F(z) = Z-.

Pak [(x+1)* dz = @ + C (pokud si (z + 1)® roznésobite, zjistite, Ze tady &
je navic, ta se ale schovd do aditivni konstanty).

Priklad 2:
Spoctéte

a) fﬁdw
b) fﬁdm
c)flji%da:

d) [ L de

(T+a)?

Resent:
a) zde se jednd o vzorec z tabulky derivaci, tedy [ ﬁ dx = arctanx

b) pouzijeme substituci t = 1+2?, dt = 2x dx, protoZe vyraz v ¢itateli je skoro
derivace této funkce (az na nasobek)

© 1 [ 2 1 (1 | 1
dr = = dr =~ [ = dt = -In|t| = = In(1 + 2?
/1+ﬂ v 2/1+ﬁ ‘ 2/? it =g+ +C

c¢) v piipadé podilu dvou polynomu nejprve zlomek ¢dstecné vydélime (délent
polynomu se zbytkem tak, aby vysledny zlomek mél v ¢itateli pol. mensiho
stupné nez ve jmenovateli)

22 14+22—-1 1
/1+x2 dgc:/de:/l_l—i—x? dr = x — arctanx + C

d) substituce t = x + 1,dt = dx

1 1 —1 —1
/(1+x)2 v /t2 t 1—|—x+0

3




Priklad 3:
Spoctéte

a) [tanz dx

b) [tan®z dx

Resend:

a) upravime

sin x
/tanxdx:/ de = ...
COS T

t = cosx

a pouziji substituci’

dt = —sinz dz

a dosadime (chybi ndm znaménko minus, tak cely integral vyndsobime
(—1)%, jednu —1 vytkneme pred integrdl a druhou pouzijeme na substituci)

1
cosT

1
.——/zdt——logltl——10g\cosx!_10g| +C

b) [tan’z dr = [0 gy = [Les g — [ L1 dy =tanz — 2+ C

cos? x cos?
zde zadnou substituci délat nemusime, jen funkci upravime a podivame se

do prvni tabulky s derivacemi

Integrace per partes
vyjdeme ze vzorce pro derivaci souc¢inu funkci

(f(2)g(x))" = f(x)d'(z) + f'(w)g(x)

dostaneme
f(2)g(z) = / f(2)g(2) de + / f(@)g() da

a po prevedeni

/ f(@)g (x) dz = f(x)g(x) - / f(@)g(z) de



Priklad 4:
Spoctéte

a) [xsinz d

)

b) [Inw du
¢) [xe® dx
d) [ze® dx
e) [z da

Resent:

a) pokud nas napadne pouzit per partes (je to soucin dvou funkci, tak to by
mohlo fungovat), mdme dvé moznosti

f=x ¢ =sinzx N f=sinz ¢ ==

ebo
f'=1 g= —cosx fl=cosz g=3a°

na pravé strané vzorce pro per partes bysme méli integrovat soucin funkci
z druhého tadku, takze je jasné, ze prvni moznost je lepsi volba

/msinx dx = x(— cos x)—/ 1(—cosx) dx = —x cos x+/ cosx dr = —x cos z+sin x+C'

b) trikovy piiklad, ktery je ale dulezity pro doplnéni tabulky s integraly zakladnich
funkci, pro per partes si predstavime logaritmus jako 1 -Inx a pocitame

— /: 1
/lm:dx: {f :lnx g } :xlnx—/—$d$:wlnx—/1dﬂe:xlnx—a?~|—C’

fl=1 g=2 x
¢) podobneé jako v tloze a)

_ !/ __ T
/a:exdx: {;,_ﬁ “Z::x } :xe“”—/l-e”"dw:xem—ex—kc

d) tentokrdt nepouzijeme per partes ale substituci (integrujeme soucin, ale
jedna z funkei je derivaci ¢asti druhé)

22 o t:132 _1 t ot g2
/xe dx—[ B — 2xdx}_§/e dt =e"=¢e" +C



e) zpét k per partes

— 2 I __
/x%“dx: {:;’_:xQx i;; ]:xQez—/Qxexdx:...

a pouzijeme per partes jesté jednou nebo dosadime vysledek z tlohy c)

Bonus k nastvéni. Kdyby chtél nékdo pokracovat dél a spocitat [ 22e*” du, je
zde zajimavy trik pro per partes

— I = 1'2 2 2
/xZer dx:/x~(:1:ew2) dx = [;,__li z__j; } = ze” —/e”” dx

tim jsme si ale nepomohli, nebot funkce e” nemd analyticky vyjadritelnou pri-

L , . <17 - . 2 o+ , « e ey , .
mitivn{ funkci, ale vidime, Ze ani 22¢*” nemtZe mit ,slusnou® primitivni funkci



cviceni misto 8.5.2024

Priklad 1:
Spoctéte
1
2

a) f sin
b f sin® x dx

T

a) podobné jako u primitivni funkce k Cosl% z tabulku pro derivace vime, ze

to vyjde tan z, zde uhodneme cotan = (a pripadné ovérime derivovanim)

zapsat to muzeme také pomoci substituce (ale tu musime uhodnout)

—t = —cotan z+C

1 t cotan x
—— dx = : = [(=1)dt =
/sian x { dt WCM:S;&% da:} /( )
b)
t = cosz
. 3 _ — _ [ (=g — cos> =
/sm rdr = [ i — —sing d:v} = /( sinx)(1 — cos® z) dx
t3 3
= —/1—152 dt =—(t—— i x—cosa:—I—C
3 3
¢) nejprve pouzijeme dpravy
cos2x = cos’z —sin®x
1 = sin®z+cos’z
cos’z = 1—sinz
cos2x = 1—2sin’z
1

sinr = 5(1—COS2ZB>

potom
1 1 2
sinffz dr == [ (1 —cos2z)dr =~ (2 — MY 4o
2 2 2

se substituci v poslednim kroku t = 2z

jesté lze upravit
1

2

sin 2z
2

(o=

7
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—(z —sinz cos )



d) lIze tesit podobné jako predchozi tiloha, ale my si zde ukdzeme jiny piistup

/
= COS X = Cos X . .
/cos2;1: de = [f g } 281nxcosx+/81n2x dr =

f'=—sinzx g=sinx
:SinfL‘COS[E—I—/(l—COSQI) dx:sinxcosx+/1 dx—/coszx dx =

:sinmcosx+x—/0052m dx

z toho
2/(:0823:’ dr = x + sinx cos x

a tedy
sin 2z

4+C'

1
/cos2x do = §(x+sinxcosx) = g +



Priklad 2:

Spoctéte
a) [ dr,
b) [ = da,

3
C) fa:2+2:p+4 dx.

Reseni:
a) nejprve rozlozime zlomek na jednodussi ¢ésti, tzv. parcidlni zlomky

1 1 Q 15}

-2 (I-2)(+2) 1-2 11z

kde a, f dopocteme zpétnym prevedenim na spole¢ného jmenovatele

@, B _all+n)+p(l-1) (a+h)+a(a=p)

l—z 14z  (I-2)(1+2) 1 —a?

7 toho dostavame soustavu rovnic

s feSenim a = 3 =

1 1 -1 11 1
dr= | (= = dr = ~(In|z+1|—In|z—1[)+C
/1—x2 ‘ /(2 T—1 2 1—|—:c) v = g (nfatlf=Infe—1])+

b) opét rozlozime na parcidlni zlomky

r—-2 o« N g ar—-1)+p3 (B—a)tax
(z—-12 z-1 (z—-12  (z—-12 (z—1)2
a porovnanim s puvodnim citatelem dostavame a =1, § = —1

/%:/(ﬂcil_(x_lgz) dx:1n|x—1\—x_—_11+0

c) tady rozklad nelze provést, nebot jmenovatel je ireducibilni polynom nad
R (neméd redlné kotfeny)

situace je podobna jako u funkce ﬁ, tak to zkusime vyuzit



nejprve upravime jmenovatele
P2 4+4=0+20+14+3=(z+1)>+3=3((
takze

/# dx_/;dx_
2?2+ 2r + 4 (57 +1)

a substituce ¢ = ‘”—\;%1 (dt = \/ig dx) dava

1 z+1
L= 3 dt = v3arctant = v 3 arct
/tQHI Vaactant = VBarctan *
Priklad 3:
Rozlozte zlomek % na parcialni zlomky.

Reseni: prevod na soustavu lin. rovnic
Tr 42 Q I}

c—D@+2)  o-1 z+2
t4+2 = alz+2)+5(x—1)

42 = (a+PB)r+ (20— p)

z toho
T = a+p
2 200 — 3
s TeSenim
a = 3
b8 =
Resent: jednoduchy trik
Tr+ 2 Q@ B

G012 z-1 z+2

[ Tr + 2 } |:7x + 2:| 9
o - = = - = 3
(23 - 1)(32’ + 2) bez(z—1),2=1 T+ 2 z=1 3

Tr + 2 Tr+2 —12
= | - =
(. —1)(z +2) bez(x+2),0=—2 R U P

Tr+2 Q@ 15}

D@12  z-1 z+2 \@-1)
r+2 15} B
i a+x+2(x—1) \set z =1

10
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Priklad 4:
Spoctéte

x

a fe“:—_e‘ dz,

eT+e~ "

b) [arctanz dz,

d) [V1—2a?dx,

1 ;. o Y o~ 4
f =— dx (bonusova tloha s riznymi piistupy k feseni).

)
)
¢) [In*z dx,
)
)

(S

Reseni:

a)

T —x

er —e
— dx
et 4 e

t = e +e’”
dt = e —e " dx

substituce

1
.:/zdtzln\t]:ln(e”+e_x)+0

/arctan:c dr = ...

nejprve per partes

f = arctanx Jg=1
f/ e —1+1x2 g = €T
T
...::rarctanx—/ dr = ...
1+ a2
a ted substituce
t = 1+ 22
dt = 2z dx
1 2x 1 1
... =xarctanx — — dr = zarctanz — = | — dt =
2 /) 1422 2 t

1 1
= rarctanz — 5 In(t) = rarctanz — 5 In(z? +1)+C

11



c) dvakrat per partes, pricemz vyuzijeme znalost f Inz dx
d)
/\/1—1:2 dr = ...

zacneme piekvapivou substituci

r = sint
dr = costdt
1 in 2t
...:/COSt\/l—Sinztdt:/COStVCOSztdt:/COSQtdt:5(t—i—SH; ):

coz jesté pred zpétnou substituci upravime

1 1
=3 (t +sintcost) = 3 (t +sintyv 1 — sith) = (arcsinx +2v1— :I:2>+C’

N —

e) mnohem zabavbéjsi integral

1
/ - de = ...
sin x

zacneme jednoduchou substituci

r = 2t
dev = 2dt

1 1 in” ¢ ’t
Y S U S W e T
sin(2t) 2sintcost sintcost

.2 2
sin“t cos“t
= —_— dt + —dt= ...
sintcost sintcost

a zase substituce, dokonce dvé

u = cost
du = —sint dt
v = sint
dv = costdt
—sint t 1 1
.:—/ S dt—l—/cf)s dt:—/—du+/—dv:
cost sint U v
) sint T
=] 1 =Inl|—-| =1 =In|tant| =In|t — C
nful+Info] =[] = n |22 = In ftan¢] = In | tan(3)] +

12



e’) tato varianta je zalozena na velmi podivné substituci (a souvisejici uprave)

t =

1 COS T
+

sinx sinx

—cosxr —sin®x —cosix COS T 1
dt = —— + — dr = — | —— + — dx
sin® x sin? x sinfx  sin’x

1 cosx cos T 1
1 1 — 4 = 5= 4 ==
_ . sinz sinz _ sin? z sin? _
/ Sin dx = Sin 1 + CcosS T dx = 1 + Ccos T dx =

sin x sin x sinx sinx

1 1 1 -1
:—/—dt:—lnm:—ln(, +C9S“">:1n(, +C9sx> e
t sinx sinx sin x sin x

v porovnani s predchozim vysledkem vypada feseni jinak, ale to je jen jiny
zapis téhoz

(1 +Cosx)_1 sinz 2sin(x/2) cos(z/2)

sinz  sinx " ltcosz 1+ cos?(z/2) — sin?(x/2) B

_ 2sin(z/2) cos(z/2) _ 2sin(z/2) cos(z/2) _
sin®(z/2) + cos?(x/2) + cos?(z/2) — sin*(x/2) 2 cos?(z/2)
_ sin(z/2) _ tan(z
 cos(x/2) tan(z/2)

e”) Weierstrassovva substituce

velmi silny nastroj, ktery funguje, kdyz vse ostatni selze

t= tan (3)
=tan ( =
2

vyjadiime
sin(z/2) sin(z/2) sin(z/2)
sinz = 2sin(z/2) cos(x/2) = 2 COS(T/Q) = 5 Cos(x/,2)2 = COSF:CQ/Q) =
—— cos?(x/2)4+sin®(x/2) + sin®(z/2)
cos?(z/2) cos?(z/2) cos?(z/2)
a
tan(r/2) 2t

1 +tan?(x/2) 14 ¢2

podobné vyjadiime

11—t
coST =...=
1+t
a s vyuzitim
1 1 1
dt = — - dr = d
2 cos?(z/2) v 2/(1+412) ’



dostavame konecéné

2
142
nyni se vratime k puvodnimu piikladu

1 1+¢t2 2 1 x
dx = : dt = [ = dt =In|t| = In|t (_)
/sin:r . / 2t 1+ /t nt] = In|tan 2 [+¢

dx dt

14



Priklad 1:
Spoctéte

a)
b)
c)
d)

)

fcos x dQT

s x

fcosxd

s x

f xarctanx dz

[2?sinz dx

e) [a* dx proa>0

Resent:

a)

c)

cos® x
- dr =
sin z

2
COs* T

- dr =
sin

/ xarctanz dx

cviceni 15.5.2024

2 . 1 _ t2
C(?S % cosz dr = t S dt =
sin x dt = cosz dx

1 t?
/;—tdt:ln|t|—§:1n|sinx| 112 +C

2 2
cos“x . t = cosx —t
/SiHstmxdx—[ dt = —sinxdx}_/l_ﬁ dt =

1—t2—1
——p dt= =t—- [ —+——dt=
/ 1 —t2 / /1—t+1+t

1 1 cos T
“(In|l =t —In|1+1|) = In | —— C
+2(n| | —In|1+¢]) = cosx+2n(1+cosx)—|-

T
cosa:—lntan§ +C

= t — 1 1 2
= f, arftane g Ix , | = =z?arctanz — —/ T =
== g=57 2 2] 1+ a2

1, 1 1
= —zrarctanr — = [ 1— dr =
2 2 14 a2

1 1 1
= 5:102 arctan r — 5(.7: — arctanz) = 5((1 + %) arctanz — x) + C

15



Pii integraci metodou per partes je nékdy mozné si vvypocet zjednodusit
diky faktu, ze primitivni funkce neni urcena jednoznacné, ale muzeme si
vhodné zvolit aditivni konstantu.

f = arctanx J=u
rvarctanx dx = =

1.2
f/ - a:zl—i-l 9= 2+1
241 x2+1 1
= arctan x — i dr =
2 2 441
x?+1

T
= arctany — — +z +C
2 2

f'=32% g= —cosz

— 43 I
/x3sinxdx: [f—:v g =sne } :—x3cosx—/3x2(—cosx) de = ...

Pokracovali bysme dalsim per partes (a pak jesté jednou). To je spravny
postup, ukazeme si zde, jak opakované pouziti per partes zapisovat bez
nutnosti opakovaného urcovani f a ¢g. Tabulku s derivaci jedné funkce a
prim. funkei k druhému ¢lenu sou¢inu prodlouzime, idealné az do stavu,
kdy je na derivované stané konstanta, resp. 0 v dalsim kroku.

derivace prim. fce
x3 sin x
3 . 32 —cos
r’sinx dr = . = ...
6x —sinx
6 CcoS ¥
0 sin x

Z tabulky rovnou muzeme sestavit vysledek jakou sumu soucinu funkce
ve sloupci derivace s funkci ve sloupci prim. funkei o fadek nize, ptricemz
jednotlivé ¢leny bereme s alternujicimi znaménky.

.= (+)2*(=cosx) — 32*(—sinx) + 6z cosx — 6sinz + C

e)

x _ zlna _ t = zlna B ¢ 1 B et _el‘lnl‘_
/a d:v/e dw{dtzlﬂadiﬁl/elnadtlnalnalna

16
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LIATE je skratka pro heuristické pravidlo, pomoci kterého pii per partes volime,
kterou z funkci budeme derivovat.

L | logaritmické funkce In, log, . ..

I | inverzni trigonom. funkce | arctan, arcsin, . ..
A | algebraicky vyraz T, 23\, ...

T | trigonometrické funkce sin, tan, . ..

E | exponencialni funkce er 2%, ...

Moznou modifikaci je prohozeni prvich dvou kategorii, tedy pravidla ILATE,

vvvvvv

Priklad 2:

Inzarcsinz de = f=lhx g = arcsinz B
L= g=wxzarcsinz ++v1—a2 |

1
= (Inz)(zarcsinz + V1 — a2) —/—(:c arcsinz + V1 —22) dz
x
1
= (Inz)(zarcsinz + V1 —a?) — /arcsinx dx —/—\/1 —22) dx =
T
= (Inz)(zrarcsinz + V1 — 22) — (zarcsinz + V1 — 22)

Aty vi-et-1
2 V1—-2241

1. V1—22-1
= (lnz—1)(zarcsinz +vV1—22)—V1—22——-—ln —— + ¢
nz =L A T

s pouzitim f arcsinx dx =+/1 — a2+ rarcsinz +c a

/%md:@:{t:@}

/ (AR PP SR YA
= — = — 1n — — —1n =
1—12 2 2

1. V1—22-1
= V1—-224-ln—n-——+c
2 J1—22+4+1

Nicméné, pravidlo LIATE neni vzdy platné.

Priklad 3:
/ 3% dx

Sice by 3 mélo mit pfednost pro vybér k derivovani, ale pak bysme museli
hledat prim. funkei k e*”, coz neumime. Na druhou stranu, funguje jina volba.

17



_ 2 I T 1 1
/x3e$2dx = [f_x g 1x62 }=§x2612—/2x~§e$2dx:

Priklad 4:
Dvojité per partes a rovnice

_ I
I = /e””sinxdx:[f_e g =smz }:

fl=—e" g= —coszT
— T / —
= —e¢ Pcosx— [ e Fcosx dr = f,_ ¢ _w D
fl=—e g =sinx
= —e “cosx — (e‘x sinx + / e “sinx dm) =
= —e “(sinx + cosx) — /e‘m sinz de = —e “(sinx + cosx) — I
Z toho
2] = —e “(sinz + cosx)
1
I = —§e_x(sin:13 + cosx)
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