
Matematická analýza 1 – Integrály

cvičeńı mı́sto 1.5.2024

Primitivńı funkce je operace inverzńı k derivováńı (anglicky se nazývá výstižne
antiderivative). Tedy F je primitivńı funkćı k funkci f , pokud F ′ = f .

Pokud se zamysĺıme na jednoznačnost́ı primitivńı funkce, zjist́ıme, že r̊uzné
funkce mohou mı́t stejnou derivaci. Takové dvě funkce se pak liśı o funkci s
nulovou derivaćı a to je konstantńı funkce. Primitivńı funkce tedy sice neńı jed-
noznačná, ale lze to vyřešit aditivńı konstantou, která může nabývat libovolné
reálné hodnoty.

Dále si uvědomı́me, že derivace je lineárńı operátor (lin. zobrazeńı na prostoru
funkćı, které však nemá triviálńı jádro) a d́ıky tomu bude i operace nalezeńı
primitivńı funkce zachovávat linearitu.To znamená, že (jsou-li F,G prim. funkce
k f, g a α ∈ R) primitivńı fukce k funkci αf je αF a prim.. funkćı k f + g je
F +G.

Připomeňme si některé základńı derivace:

xk kxk−1 pro k ̸= 0

ex ex

sinx cosx

cosx − sinx

lnx 1
x

tanx 1
cos2 x

arctanx 1
1+x2
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Prohozeńım prvńıho a druhého sloupce tabulky źıskáme primitivńı funkce
k některým základńım funkćım:

xk 1
k+1

xk+1 pro k ̸= −1

1
x

ln |x|

ex ex

sinx − cosx

cosx sinx

Některé řádky z prvńı tabulky jsme do druhé nepřepisovaly, protože derivace
některých funkćı nejsou úplně základńı funkce. Naopak některé funkce nám v
tabulce chyb́ı a odpov́ıdaj́ıćı primitivńı funkce časem dopočteme.

Pro daľśı zápis opust́ıme značeńı primitivńıch funkćı pomoćı odpov́ıdaj́ıćıch
velkých ṕısmen a začneme použ́ıvat značku integrálu, tedy primitivńı fukci k
funkce f(x) budeme zapisovat jako

∫
f(x) dx.

Př́ıklad 1:
Spočtěte

a)
∫
sinx+ cosx dx

b)
∫
ex − e−x dx

c)
∫
(x+ 1)2 dx

Řešeńı:

a) ze znalosti prim. funkćı k funkćım sinx a cos x a linearity dostaneme∫
sinx+ cosx dx = − cosx+ sinx+ C (C ∈ R)

b) prim. funkci k ex známe, při hledáńı prim. funkce k e−x zkuśıme spoč́ıtat
derivaci (e−x)′ = e−x · (−1) = −e−x což nám nakonec situaci zjednodušuje,
takže ∫

ex − e−x dx = ex + e−x + C

c) nejprve roznásob́ıme polynom a pak řeš́ıme člen po členu∫
(x+ 1)2 dx =

∫
x2 + 2x+ 1 dx =

x3

3
+ 2

x2

2
+ x =

x3

3
+ x2 + x+ C
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Substituce ze vzorce pro derivaci složené funkce:

(f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x)

dostáváme
Věta. Je-li F (x) primitivni fukce k f(x), pak F (g(x)) je primitivńı funkce k
f(g(x)) · g′(x).

Substituci si tu můžeme ilustrovat na předchoźım př́ıkladu
∫
(x + 1)2 dx.

Vnitřńı funkćı bude g(x) = x+ 1 s derivaćı g′(x) = 1 (což výrazně zjednodušuje
použit́ı věty o substituci), vněǰśı funkce f(x) = x2 s primitivńı funkćı F (x) = x3

3
.

Pak
∫
(x+ 1)2 dx = (x+1)3

3
+C (pokud si (x+ 1)3 roznásob́ıte, zjist́ıte, že tady 1

3

je nav́ıc, ta se ale schová do aditivńı konstanty).

Př́ıklad 2:
Spočtěte

a)
∫

1
1+x2 dx

b)
∫

x
1+x2 dx

c)
∫

x2

1+x2 dx

d)
∫

1
(1+x)2

dx

Řešeńı:

a) zde se jedná o vzorec z tabulky derivaćı, tedy
∫

1
1+x2 dx = arctanx

b) použijeme substituci t = 1+x2, dt = 2x dx, protože výraz v čitateli je skoro
derivace této funkce (až na násobek)∫

x

1 + x2
dx =

1

2

∫
2x

1 + x2
dx =

1

2

∫
1

t
dt =

1

2
ln |t| = 1

2
ln(1 + x2) + C

c) v př́ıpadě pod́ılu dvou polynomů nejprve zlomek částečně vyděĺıme (děleńı
polynomů se zbytkem tak, aby výsledný zlomek měl v čitateli pol. menš́ıho
stupně než ve jmenovateli)∫

x2

1 + x2
dx =

∫
1 + x2 − 1

1 + x2
dx =

∫
1− 1

1 + x2
dx = x− arctanx+ C

d) substituce t = x+ 1, dt = dx∫
1

(1 + x)2
dx =

∫
1

t2
dt =

−1

t
=

−1

1 + x
+ C
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Př́ıklad 3:
Spočtěte

a)
∫
tanx dx

b)
∫
tan2 x dx

Řešeńı:

a) uprav́ıme ∫
tanx dx =

∫
sinx

cosx
dx = . . .

a použiji substituci’

t = cos x

dt = − sinx dx

a dosad́ıme (chyb́ı nám znaménko mı́nus, tak celý integrál vynásob́ıme
(−1)2, jednu −1 vytkneme před integrál a druhou použijeme na substituci)

. . . = −
∫

1

t
dt = − log |t| = − log | cosx| = log | 1

cosx
|+ C

b)
∫
tan2 x dx =

∫
sin2 x
cos2 x

dx =
∫

1−cos2 x
cos2 x

dx =
∫

1
cos2 x

− 1 dx = tanx − x + C
zde žádnou substituci dělat nemuśıme, jen funkci uprav́ıme a pod́ıváme se
do prvńı tabulky s derivacemi

Integrace per partes
vyjdeme ze vzorce pro derivaci součinu funkćı

(f(x)g(x))′ = f(x)g′(x) + f ′(x)g(x)

dostaneme

f(x)g(x) =

∫
f(x)g′(x) dx+

∫
f ′(x)g(x) dx

a po převedeńı ∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx
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Př́ıklad 4:
Spočtěte

a)
∫
x sinx dx

b)
∫
lnx dx

c)
∫
xex dx

d)
∫
xex

2
dx

e)
∫
x2ex dx

Řešeńı:

a) pokud nás napadne použ́ıt per partes (je to součin dvou funkćı, tak to by
mohlo fungovat), máme dvě možnosti

f = x g′ = sinx
f ′ = 1 g = − cosx

nebo
f = sinx g′ = x
f ′ = cosx g = 1

2
x2

na pravé straně vzorce pro per partes bysme měli integrovat součin funkćı
z druhého řádku, takže je jasné, že prvńı možnost je lepš́ı volba∫

x sinx dx = x(− cosx)−
∫

1(− cosx) dx = −x cosx+

∫
cosx dx = −x cosx+sinx+C

b) trikový př́ıklad, který je ale d̊uležitý pro doplněńı tabulky s integrály základńıch
funkćı, pro per partes si představ́ıme logaritmus jako 1 · lnx a poč́ıtáme∫

lnx dx =

[
f = lnx g′ = 1
f ′ = 1

x
g = x

]
= x lnx−

∫
1

x
x dx = x lnx−

∫
1 dx = x lnx−x+C

c) podobně jako v úloze a)∫
xex dx =

[
f = x g′ = ex

f ′ = 1 g = ex

]
= xex −

∫
1 · ex dx = xex − ex + C

d) tentokrát nepoužijeme per partes ale substituci (integrujeme součin, ale
jedna z funkćı je derivaćı části druhé)∫

xex
2

dx =

[
t = x2

dt = 2x dx

]
=

1

2

∫
et dt = et = ex

2

+ C
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e) zpět k per partes∫
x2ex dx =

[
f = x2 g′ = ex

f ′ = 2x g = ex

]
= x2ex −

∫
2xex dx = . . .

a použijeme per partes ještě jednou nebo dosad́ıme výsledek z úlohy c)

Bonus k naštváńı. Kdyby chtěl někdo pokračovat dál a spoč́ıtat
∫
x2ex

2
dx, je

zde zaj́ımavý trik pro per partes∫
x2ex

2

dx =

∫
x · (xex2

) dx =

[
f = x g′ = xex

2

f ′ = 1 g = ex
2

]
= xex

2 −
∫

ex
2

dx

t́ım jsme si ale nepomohli, nebot’ funkce ex
2
nemá analyticky vyjádřitelnou pri-

mitivńı funkci, ale vid́ıme, že ani x2ex
2
nemůže mı́t

”
slušnou“ primitivńı funkci
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cvičeńı mı́sto 8.5.2024

Př́ıklad 1:
Spočtěte

a)
∫

1
sin2 x

dx

b)
∫
sin3 x dx

c) sin2 x dx

d) cos2 x dx

Řešeńı:

a) podobně jako u primitivńı funkce k 1
cos2 x

z tabulku pro derivace v́ıme, že
to vyjde tanx, zde uhodneme cotan x (a př́ıpadně ověř́ıme derivováńım)

zapsat to můžeme také pomoćı substituce (ale tu muśıme uhodnout)∫
1

sin2 x
dx =

[
t = cotan x

dt = − sin2 x−cos2 x
sin2 x

dx = −1
sin2 x

dx

]
=

∫
(−1) dt = −t = −cotan x+C

b) ∫
sin3 x dx =

[
t = cos x

dt = − sinx dx

]
= −

∫
(− sinx)(1− cos2 x) dx =

= −
∫

1− t2 dt = −
(
t− t3

3

)
=

cos3 x

3
− cosx+ C

c) nejprve použijeme úpravy

cos 2x = cos2 x− sin2 x

1 = sin2 x+ cos2 x

cos2 x = 1− sin2 x

cos 2x = 1− 2 sin2 x

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x)

potom ∫
sin2 x dx =

1

2

∫
(1− cos 2x) dx =

1

2

(
x− sin 2x

2

)
+ C

se substitućı v posledńım kroku t = 2x

ještě lze upravit

1

2

(
x− sin 2x

2

)
=

1

2
(x− sinx cosx)
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d) lze řešit podobně jako předchoźı úloha, ale my si zde ukážeme jiný př́ıstup∫
cos2 x dx =

[
f = cosx g′ = cosx
f ′ = − sinx g = sinx

]
= sinx cosx+

∫
sin2 x dx =

= sinx cosx+

∫
(1− cos2 x) dx = sinx cosx+

∫
1 dx−

∫
cos2 x dx =

= sinx cosx+ x−
∫

cos2 x dx

z toho

2

∫
cos2 x dx = x+ sinx cosx

a tedy ∫
cos2 x dx =

1

2
(x+ sinx cosx) =

x

2
+

sin 2x

4
+ C
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Př́ıklad 2:
Spočtěte

a)
∫

1
1−x2 dx,

b)
∫

x−2
(x−1)2

dx,

c)
∫

3
x2+2x+4

dx.

Řešeńı:

a) nejprve rozlož́ıme zlomek na jednodušš́ı části, tzv. parciálńı zlomky

1

1− x2
=

1

(1− x)(1 + x)
=

α

1− x
+

β

1 + x

kde α, β dopočteme zpětným převedeńım na společného jmenovatele

α

1− x
+

β

1 + x
=

α(1 + x) + β(1− x)

(1− x)(1 + x)
=

(α + β) + x(α− β)

1− x2

z toho dostáváme soustavu rovnic

α + β = 1

α− β = 0

s řešeńım α = β = 1
2
, takže∫

1

1− x2
dx =

∫ (
1

2
· −1

x− 1
+

1

2
· 1

1 + x

)
dx =

1

2
(ln |x+1|−ln |x−1|)+C

b) opět rozlož́ıme na parciálńı zlomky

x− 2

(x− 1)2
=

α

x− 1
+

β

(x− 1)2
=

α(x− 1) + β

(x− 1)2
=

(β − α) + αx

(x− 1)2

a porovnáńım s p̊uvodńım čitatelem dostáváme α = 1, β = −1∫
x− 2

(x− 1)2
=

∫ (
1

x− 1
− 1

(x− 1)2

)
dx = ln |x− 1| − −1

x− 1
+ C

c) tady rozklad nelze provést, nebot’ jmenovatel je ireducibilńı polynom nad
R (nemá reálné kořeny)

situace je podobná jako u funkce 1
1+x2 , tak to zkuśıme využ́ıt
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nejprve uprav́ıme jmenovatele

x2 + 2x+ 4 = x2 + 2x+ 1 + 3 = (x+ 1)2 + 3 = 3((
x+ 1√

3
)2 + 1)

takže ∫
3

x2 + 2x+ 4
dx =

∫
3

3((x+1√
3
)2 + 1)

dx = . . .

a substituce t = x+1√
3
(dt = 1√

3
dx) dává

. . . =

∫
1

t2 + 1

√
3 dt =

√
3 arctan t =

√
3 arctan

x+ 1√
3

+ C

Př́ıklad 3:
Rozložte zlomek 7x+2

(x−1)(x+2)
na parciálńı zlomky.

Řešeńı: převod na soustavu lin. rovnic

7x+ 2

(x− 1)(x+ 2)
=

α

x− 1
+

β

x+ 2

7x+ 2 = α(x+ 2) + β(x− 1)

7x+ 2 = (α + β)x+ (2α− β)

z toho

7 = α + β

2 = 2α− β

s řešeńım

α = 3

β = 4

Řešeńı: jednoduchý trik

7x+ 2

(x− 1)(x+ 2)
=

α

x− 1
+

β

x+ 2

α =

[
7x+ 2

(x− 1)(x+ 2)

]
bez(x−1),x=1

=

[
7x+ 2

x+ 2

]
x=1

=
9

3
= 3

β =

[
7x+ 2

(x− 1)(x+ 2)

]
bez(x+2),x=−2

=

[
7x+ 2

x− 1

]
x=−2

=
−12

−3
= 4

7x+ 2

(x− 1)(x+ 2)
=

α

x− 1
+

β

x+ 2
\ · (x− 1)

7x+ 2

x+ 2
= α +

β

x+ 2
(x− 1) \set x = 1
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Př́ıklad 4:
Spočtěte

a)
∫

ex−e−x

ex+e−x dx,

b)
∫
arctanx dx,

c)
∫
ln2 x dx,

d)
∫ √

1− x2 dx,

e)
∫

1
sinx

dx (bonusová úloha s r̊uznými př́ıstupy k řešeńı).

Řešeńı:

a) ∫
ex − e−x

ex + e−x
dx = . . .

substituce

t = ex + e−x

dt = ex − e−x dx

. . . =

∫
1

t
dt = ln |t| = ln(ex + e−x) + C

b) ∫
arctanx dx = . . .

nejprve per partes

f = arctanx g′ = 1
f ′ = 1

1+x2 g = x

. . . = x arctanx−
∫

x

1 + x2
dx = . . .

a ted’ substituce

t = 1 + x2

dt = 2x dx

. . . = x arctanx− 1

2

∫
2x

1 + x2
dx = x arctanx− 1

2

∫
1

t
dt =

= x arctanx− 1

2
ln(t) = x arctanx− 1

2
ln(x2 + 1) + C
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c) dvakrát per partes, přičemž využijeme znalost
∫
lnx dx

d) ∫ √
1− x2 dx = . . .

začneme překvapivou substitućı

x = sin t

dx = cos t dt

. . . =

∫
cos t

√
1− sin2 t dt =

∫
cos t

√
cos2 t dt =

∫
cos2 t dt =

1

2

(
t+

sin 2t

2

)
= . . .

což ještě před zpětnou substitućı uprav́ıme

. . . =
1

2
(t+ sin t cos t) =

1

2

(
t+ sin t

√
1− sin2 t

)
=

1

2

(
arcsinx+ x

√
1− x2

)
+C

e) mnohem zábavběǰśı integrál ∫
1

sinx
dx = . . .

začneme jednoduchou substitućı

x = 2t

dx = 2 dt

. . . =

∫
1

sin(2t)
· 2 dt =

∫
1

2 sin t cos t
· 2 dt =

∫
sin2 t+ cos2 t

sin t cos t
dt =

=

∫
sin2 t

sin t cos t
dt+

∫
cos2 t

sin t cos t
dt = . . .

a zase substituce, dokonce dvě

u = cos t

du = − sin t dt

v = sin t

dv = cos t dt

. . . = −
∫

− sin t

cos t
dt+

∫
cos t

sin t
dt = −

∫
1

u
du+

∫
1

v
dv =

= − ln |u|+ ln |v| = ln |v
u
| = ln | sin t

cos t
| = ln | tan t| = ln | tan(x

2
)|+ C
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e’) tato varianta je založena na velmi podivné substituci (a souvisej́ıćı úpravě)

t =
1

sinx
+

cosx

sinx

dt =

(
− cosx

sin2 x
+

− sin2 x− cos2 x

sin2 x

)
dx = −

(
cosx

sin2 x
+

1

sin2 x

)
dx

∫
1

sinx
dx =

∫
1

sinx
·

1
sinx

+ cosx
sinx

1
sinx

+ cosx
sinx

dx =

∫ cosx
sin2 x

+ 1
sin2 x

1
sinx

+ cosx
sinx

dx =

= −
∫

1

t
dt = − ln |t| = − ln

(
1

sinx
+

cosx

sinx

)
= ln

(
1

sinx
+

cosx

sinx

)−1

+ C

v porovnáńı s předchoźım výsledkem vypadá řešeńı jinak, ale to je jen jiný
zápis téhož(

1

sinx
+

cosx

sinx

)−1

=
sinx

1 + cos x
=

2 sin(x/2) cos(x/2)

1 + cos2(x/2)− sin2(x/2)
=

=
2 sin(x/2) cos(x/2)

sin2(x/2) + cos2(x/2) + cos2(x/2)− sin2(x/2)
=

2 sin(x/2) cos(x/2)

2 cos2(x/2)
=

=
sin(x/2)

cos(x/2)
= tan(x/2)

e”) Weierstrassovva substituce

velmi silný nástroj, který funguje, když vše ostatńı selže

t = tan
(x
2

)
vyjádř́ıme

sinx = 2 sin(x/2) cos(x/2) = 2

sin(x/2)
cos(x/2)

1
cos2(x/2)

= 2

sin(x/2)
cos(x/2)

cos2(x/2)+sin2(x/2)
cos2(x/2)

= 2

sin(x/2)
cos(x/2)

1 + sin2(x/2)
cos2(x/2)

=

a

= 2
tan(x/2)

1 + tan2(x/2)
=

2t

1 + t2

podobně vyjádř́ıme

cosx = . . . =
1− t2

1 + t2

a s využit́ım

dt =
1

2
· 1

cos2(x/2)
dx =

1

2/(1 + t2)
dx
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dostáváme konečně

dx =
2

1 + t2
dt

nyńı se vrát́ıme k p̊uvodńımu př́ıkladu∫
1

sinx
dx =

∫
1 + t2

2t
· 2

1 + t2
dt =

∫
1

t
dt = ln |t| = ln | tan

(x
2

)
|+ C
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