
Lineárńı algebra 2 – rekurence s využit́ım vlastńıch č́ısel

Na př́ıkladu rekurence, kterou jsme řešily při výpočtu determinantu matice si
ukážeme, jak řešit lineárńı rekurence s využit́ım vlastńıch č́ısel.

det(An) = det


3 2 0 . . . 0 0
1 3 2 . . . 0 0
0 1 3 . . . 0 0
...

...
0 0 0 . . . 1 3



= 3det


3 2 . . . 0 0
1 3 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 1 3

+ (−2)det


1 2 . . . 0 0
0 3 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 1 3



= 3det


3 2 . . . 0 0
1 3 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 1 3

+ (−2)det

 3 . . . 0 0
...

...
0 . . . 1 3


= 3det(An−1)− 2det(An−2)

Nejprve načrtneme obecné řešeńı takovéhoto typu rekurence, kde daľśı člen
posloupnosti záviśı na dvou předchoźıch (je jejich lineárńı kombinaćı, takže se
jedná o lineárńı rekurenci druhého řádu).

Sestav́ıme matici X tak, aby(
an
an−1

)
= X

(
an−1

an−2

)
Potom (

an
an−1

)
= X

(
an−1

an−2

)
= X2

(
an−2

an−3

)
= . . . = Xn−2

(
a2
a1

)
Pokud by matice X byla diagonalizovaltená, tedy X = SDS−1, kde D má na
diagonále vlastńı č́ısla X, lze psát Xk = SDkS−1 a Dk je stále diagonálńı s
k-tými mocninami vlastńıch č́ısel D na diagonále. (Pokud bysme chtěli, mohli
bychom dopoč́ıtat i matici S, jej́ıž sloupce tvoř́ı odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory,
a poté inverzńı matici S−1, ale neńı to nutné.)

Označ́ıme-li vlastńı č́ısla X jako λ1, λ2, pak z maticového násobeńı lze nahléd-
nout, že an bude nějakou lineárńı kombinaćı prvk̊u z diagonály Dn−2, tedy lin.
kombinaćı λn−2

1 a λn−2
2 (s koeficienty, které záviśı na prvćıch matic S a S−1). Pro



zjednodušeńı výsledného vzorce naṕı̌seme an jako lin. kombinaci λn
1 , λ

n
2 a přeb́ı-

vaj́ıćı λ2
i schováme v koeficientu té lin. kombinace. T́ım dostaneme vzorec

an = α1λ
n
1 + α2λ

n
2

Zbývá dopoč́ıtat zmiňované koeficienty α1, α2. Mı́sto toho, abychom je vyč́ıslo-
vali od začátku výpočtu, dopočteme je nyńı ze soustavy rovnic dané počátečńımi
hodnotami a1, a2.

V našem konkrétńım př́ıpadě budeme řešit rekurenci an = 3an−1 − 2an−2

s počátečńımi podmı́nkami a1 = 3, a2 = 7.

Z dané rekurence je matice X =

(
3 −2
1 0

)
s charakteristickým polynomem

det(X−λI) = (3−λ)(−λ)+2 = λ2−3λ+2 = (λ−1)(λ−2) s kořeny λ1 = 1, λ2 = 2.
Z toho an = α1 · 1n + α2 · 2n = α1 + α2 · 2n.

Nyńı dopočteme koeficienty ze soustavy

α1 + 2α2 = 3 (= a1)

α1 + 4α2 = 7 (= a2)

Dostáváme α1 = −1, α2 = 2 a výsledný vzorec an = 2n+1 − 1.


