
Ukázkové př́ıklady z pravděpodobnosti

Kombinatorika pro bioinformatiky

1 Výběry s a bez opakováńım

V pytĺıku je 100 kuliček, z toho 20 černých a zbylých 80 b́ılých. Vylosujeme
náhodně (s vraceńım, resp. bez vraceńı) 10 kuliček a zaj́ımá nás pravděpodobnost
Pk, že mezi vylosovanými bude právě k černých kuliček (pro k = 0, 1, . . . , k).
a) s vraceńım

Pravděpodobnost vztažeńı kuličky je v každém tahu stejná a nezávislá na
výsledku ostatńıch tah̊u. Tato pravděpodobnost je

p = P [vylosovaná kulička je černá] =
20

100
=

1

5
.

Analogicky pro vylosováńı b́ılé kuličky máme pravděpodobnost

q = P [vylosovaná kulička je b́ılá] =
80

100
=

4

5
= 1− p .

Z toho

Pk =

(
10

k

)
pkq10−k =

(
10

k

)(
1

5

)k (
4

5

)10−k

.

b) bez vraceńı
Pravděpodobnosti vytažeńı kuličky určité barvy v r̊uzných taźıch nejsou ne-

závislé, protože při postupném losováńı bez vraceńı se měńı počty kuliček v pyt-
ĺıku. K výpočtu tedy přistouṕıme globálně a budeme jako elemntárńı jevy brát
(neuspořádané) desetice vylosovaných kuliček. T́ım dostáváme následuj́ıćı počty
možnost́ı:

� počet možnost́ı, jak vybrat 10 kuliček ze 100 je
(
100
10

)
,

� počet možnost́ı, jak vybrat k černých kuliček z 20 je
(
20
k

)
,

� počet možnost́ı, jak vybrat 10− k b́ılých kuliček z 80 je
(

80
10−k

)
,

� počet možnost́ı, jak vybrat k černých 10− k b́ılých je
(
20
k

)
·
(

80
10−k

)
.

Z toho

Pk =

(
20
k

)
·
(

80
10−k

)(
100
10

) .
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2 Mı́čky v krabićıch

Př́ıklad: Mějme n krabic, v k-té krabici (č́ıslováno od 0 do n − 1) je k černých
a n− 1− k b́ılých mı́čk̊u. Nejprve vyberu náhodně (uniformě) jednu z krabic a z
ńı vylosuji dva mı́čky (bez vraceńı). Jaká je pravděpodobnost, že

a) prvńı mı́ček je černý,

b) druhý mı́ček je černý,

c) druhý mı́ček je černý, jestliže prvńı je také černý.

Řešeńı:
a) Bud’ lze nahlédnout, že každý mı́ček vylosujeme se stejnou pravděpodobnost́ı
1
n
· 1
n−1

a celkově je stejný počet b́ılých i černých mı́čk̊u, takže pravděpodonost

vylosváńı černého mı́čku je 1
2
.

Druhým zp̊usobem, který je v́ıce založen na poč́ıtáńı, je že spočteme nejprve
pravděpodobnost vylosováńı černého mı́čku za podmı́nky, že jsme vybrali k-tou
krabici (k = 0, . . . , n− 1)

P [černý|krabice = k] =
k

n− 1
.

Pak podle věty o úplné pravděpodobnosti je

P [černý] =
n−1∑
k=0

k

n− 1
· P [krabice = k] =

n−1∑
k=0

k

n− 1
· 1
n
=

=
1

n(n− 1)
·
n−1∑
k=0

k =
1

n(n− 1)
· n(n− 1)

2
=

1

2
.

b) Postup i výsledek totožný s a).
c) Chceme spoč́ıtat podmı́něnou pravděpodobnost, kterou si nejprve rozeṕı̌seme
podle definice

P [druhý černý|prvńı černý] = P [C2|C1] =
P [C2 ∩ C1]

P [C1]
,

kde pravděpodobnost z jmenovatele známe z části a), P [C1] =
1
2
.

Pravděpodobnost, že v obou taźıch (z téže krabice) vylosujeme černé mı́čky
opět nejprve spočteme za podmı́nky, že známe, kterou krabici použ́ıváme

P [C1 ∩ C2|krabice = k] =
k

n− 1
· k − 1

n− 2
.

Ještě si uvědomı́me, že pro k = 0 a k = 1 je tato pravděpodobnost nulová a neńı
tedy nutné s ńı dále poč́ıtat.
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Potom (dle věty o úplné pravděpodonosti) je čitatel zlomku

P [C1 ∩ C2] =
n−1∑
k=2

P [C1 ∩ C2|krabice = k]P [krabice = k] =

=
n−1∑
k=2

k

n− 1
· k − 1

n− 2
· 1
n
=

∑n−1
k=2 k(k − 1)

n(n− 1)(n− 2)
=

=

∑n−1
k=2 2

(
k
2

)
6
(
n
3

) =

∑n−1
k=2

(
k
2

)
3
(
n
3

) =

(
n
3

)
3
(
n
3

) =
1

3
.

Známe tedy čitatele i jmenovate zlomku a stač́ı dosadit

P [C2|C1] =
P [C2 ∩ C1]

P [C1]
=

1
3
1
2

=
2

3
.

3 Odlǐsné kostky

Př́ıklad: Mějme tři šestistěnné kostky takové, že prvńı kostka má na jedné stěně

”
punt́ık“ a zbývaj́ıćıch pět prázdných, druhá má tři stěny s punt́ıkem a tři prázdné
a posledńı kostka ma pouze jednu prázdnou stěnu, ostatńı s punt́ıkem (u všech
kostek je vždy na stěně jeden nebo žádný punt́ık).

a) Náhodně (uniformně) vyberu jednu z kostek a tou hod́ım. Jaká je pravdě-
podobnost, že padne punt́ık?

b) Náhodně (uniformně) vyberu jednu z kostek a tou hod́ım. Jaká je pravdě-
podobnost, že se jedná o k-tou kostku (k = 1, 2, 3), pokud mi padl punt́ık?

c) Hod́ım všemi třemi kostkami najednou a spočtu celkový počet punt́ık̊u,
které padly. Pro n = 0, 1, 2, 3 určete pravděpodobnost, že součet je roven
právě n.

d) Hod́ım všemi třemi kostkami najednou. Jaká je středńı hodnota počtu
punt́ık̊u, které padly na všech kostkách dohromady?

Řešeńı:
a) Pravděpodobnost výběru každé ze tř́ı kostek je stejná, tedy

P [k = 1] = P [k = 2] = P [k = 3] =
1

3
.

Pro každou z kostek snadno urč́ıme podmı́něnou pravděpodobnost, že na ńı
padl punt́ık

P [•|k = 1] =
1

6
P [•|k = 1] =

3

6
=

1

2
P [•|k = 1] =

5

6
.
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Dle věty o úplné pravděpodobnosti pak

P [•] =
3∑

i=1

P [•|k = i] · P [k = i] =
1

3

(
1

6
+

1

2
+

5

6

)
=

1

2
.

b) Dle Bayesovy věty je pro j = 1, 2, 3 je

P [k = i|•] = P [•|k = j] · P [k = j]∑3
i=1 P [•|k = i] · P [k = i]

=
P [•|k = j] · P [k = j]

P [•]
,

kde jmenovate jsme spočetli v části a).
Za čitatele postupně dosad́ıme

P [k = 1|•] =
1
6
· 1
3

1
2

=
1

9
,

P [k = 2|•] =
1
2
· 1
3

1
2

=
1

3
,

P [k = 3|•] =
5
6
· 1
3

1
2

=
5

9
.

c) Označme X počet punt́ık̊u, které padnou při hodu všech tř́ı kostek. Jedná se
náhodnou proměnnou nabývaj́ıćıch možných hodnot 0, 1, 2, 3. Pravděpodobnost
punt́ıku na prvńı kostce je p1 =

1
6
, na druhé kostce p2 =

1
2
a na třet́ı to je p3 =

5
6
.

Potom

P [X = 0] = (1− p1)(1− p2)(1− p3) =
5

6
· 1
2
· 1
6
=

5

72
,

P [X = 1] = p1(1− p2)(1− p3) + (1− p1)p2(1− p3) + (1− p1)(1− p2)p3 =

=
1

6
· 1
2
· 1
6
+

5

6
· 1
2
· 1
6
+

5

6
· 1
2
· 5
6
=

31

72
,

P [X = 2] = p1p2(1− p3) + p1(1− p2)p3 + (1− p1)p2p3 =

=
1

6
· 1
2
· 1
6
+

1

6
· 1
2
· 5
6
+

5

6
· 1
2
· 5
6
=

31

72
,

P [X = 3] = p1p2p3 =
1

6
· 1
2
· 5
6
=

5

72
.

d) S použit́ım výsledk̊u předchoźıho bodu

EX =
3∑

i=0

i · P [X = i] = 0 · 5

72
+ 1 · 31

72
+ 2 · 31

72
+ 3 · 5

72
=

108

72
=

3

2
.

Druhou možnost́ı je použit́ı linearity středńı hodnoty na náhodné veličiny Xi

označuj́ıćı počet punt́ık̊u na i-té kostce (i = 1, 2, 3). Potom X = X1 +X2 +X3 a

EX = EX1 + EX2 + EX3 =
1

6
+

1

2
+

5

6
=

3

2
.

(Tento postup by byl rozhodně jednodušš́ı, pokud bysme neměli spočtené prav-
děpodobnosti z části c).)
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