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1 Barevnost grafua

Definice 1 Obarveni (k-obarveni) grafu G = (V, E) je funkcec:V — {1,2,...,k}
takovd, Ze pro Ve € E e = {u,v} plati c¢(u) # c(v).
Barevnost grafu G je x(G) = min{k € N, ezistuje k-obarveni G}.

Pozorovani 2 x(G) = max{x(G’),G" komp. souvislosti G}
Pozorovani 3 x(G)=1< E=10
Tvrzeni 4 G bipartitni < x(G) = 2 & G neobsahuje lichou kruznici.

Dikaz: Prvni ekvivalence je zfejma.

Navic barevnost liché kruznice je 3 a x(G) > x(H) pro H C G. Na druhou
stranu, nemé-li G lichou kruznici, lze jeho 2-obarveni nalézt prostym prochazenim
do sitky v jednotlivych komponentach souvislosti.
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Definice 5 Klikovost grafu G je w(G) = max{k € N, K} C G}
Nezdvislost grafu G je o(G) = max{¢ € N, K, C G}

Pozorovani 6 w(G) = a(G).

Tvrzeni 7 Pro kazdy graf G = (V, E) plati:

L x(G) <|V|

2. x(G) =2 w(@)

3. x(G) - a(G) = |V]

4. x(G)+a(G) <|V]+1
Diikaz:

1.: Prosté zobrazeni ¢ : V — {1,2,...,|V|} je korektni obarveni G.
2.: Kombinaci x(K,) =n a x(H) < x(G) pro H C G.

3.: Uvazme obarveni G pomoci x(G) barev. Kazdé tfida barevnosti (mnozina
vrcholu obarvenych stejnou barvou) tvori nezévislou mnozinu a tedy jeji velikost
je nejvyse a(G).

4.: Pro maximalni nezédvislou mnozinu A v grafu G definujme obarveni c4 takové,
ze c(v) =1prove Aac: V\A—{23,...,|V] —|A| + 1} je prosté. Takto
definované obarveni je korektni obarveni grafu G a tedy x(G) < |V| —|A4|+ 1=
V]| —a(G) + 1.
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Definice 8 Graf G je d-degenerovany pokud pro VH C G existuje v € V(H)
takovy, Ze degy(v) < d .

Tvrzeni 9 Je-li graf G d-degenerovany, je x(G) < d+ 1.

Dikaz: Postupujeme matematickou indukei dle poctu vrchola grafu G = (V, E).
Pro |[V| < d+1 je tvrzeni ziejmé.

Déle, nebot G je d-degenerovany, obsahuje vrchol v stupné deg(v) < d. Graf
G \ v je také d-degenerovany, ma méné vrcholu a tedy lze aplikovat indukéni
predpoklad. Uvazme obarveni ¢ grafu G'\v pomoci d+1 barev. Definujme obarveni
¢ grafu G nésledovné: pro u € V,u # v bude ¢/(u) = c¢(u). Protoze deg(v) < d
existuje barva i € {1,2,...,d + 1} kterou nemé zadny ze sousedu v. Polozime-li

d(v) =1, je ¢ korektni obarveni grafu G pomoci d + 1 barev.
0

Problém ¢tyt barev: Je-li graf G roviny, potom x(G) < 4.

Disledek 10 Je-li graf G roving, pak x(G) < 6.



Veéta 11 Je-li graf G roving, pak x(G) < 5.

Dikaz 1: Postupujme opét matematickou indukef dle po¢tu vrcholu. Pro [V| <5
je tvrzeni ziejmé. Méjme tedy |V| = n > 6 a predpokladejme platnost tvrzeni
pro roviné grafy s n — 1 vrcholy.

Protoze G je roviny, existuje v € V,deg(v) < 5. Z indukéniho predpokladu
plyne, ze existuje ¢ obarveni grafu G \ v pomoci péti barev. Je-li deg(v) < 4,
dobarvime vrchol v barvou, kterou nepouziva zadny z jeho sousedu. Podobné
lze obarveni rozsitit i v piipadé, ze deg(v) = 5, ale obarveni ¢ piiradilo dvéma
sousedum v stejnou barvu.

Zbyvé doresit pripad, kdy deg(v) = 5 a sousedé vrcholu v maji rizné barvy.
Predpokladejme, ze N (v) = {vy, v, v3,v4,v5} v cyklickém usporadani a c(v;) = i.
Definujme V; = {u € V' \ v, c(u) = i}.

Pokud v grafu G; = G[V; U V3] jsou vrcholy v; a v v ruznych komponentéch
souvislosti, uvazme U mnozinu vrcholi Gy v komponenté spolu s v; a definujme
d(u) = (u) prou & U acd(u) =4—c(u) prou € U. Potom ¢(v1) = (v3) =3 a
obarveni lze rozsitit na vrchol v.

Podobné, pokud v grafu Gy = G|V, U V] jsou vrcholy vy a vy v ruznych
komponentéch, bud U mnozina vrcholu G5 v komponenté s vy a ¢’(u) = (u) pro
uegUacd(u)=6—c(u) prou € U. Potom ¢/(v3) = ¢/(v4) = 4 a obarveni lze
rozsitit na vrchol v.

Pokud ani jedno neni mozné, znamend to, ze vrcholy v; a v3 jsou spojeny
cestou pozivajici pouze vrcholy obarvené 1,3 a vrcholy vs a vy cestou s barvami
2,4. Protoze G je roviny, musi mit tyto dvé cesty spolecny vrchol, jehoz barva
padne do mnoziny {1,3} N {2,4} = 0, spor.

0]

Véta 12 (Apel, Haken 1976) Je-li G roving, pak x(G) < 4.

Dikaz byl zjednodusen Roberts, Seymour, Thomas 1995, presto zustava hodné
komplikovany a je ¢astecné feSen pocitacem.



