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1 Stromy

Definice 1 Graf se nazyva strom, pokud je souvisly a neobsahuje kruznici. Pokud
graf neobsahuje kruznici, ale neni souvisly, nazyvd se les.

Priklad:

Lemma 2 Kazdy (koneény) strom s alespori 2 wvrcholy md alespori 2 wvrcholy
stupné 1 (tzv. listy).

Dukaz: Zvolme u,v takové, ze d(u,v) je maximalni (pfes vSechny dvojice vr-
choli). Potom u, v jsou listy.

Poznamka 3 Lemma neplati pro nekonecné stromy.



Lemma 4 At G je graf a v jeho vrchol stupné 1. Potom G je strom prdvé tehdy,
kdyz G \ v je strom.

Dikaz: Predpokladejme, ze graf GG je strom a vrchol v je list. Pak G —v je zjevné
bez kruznice, protoze i G kruznici neobsahoval. Kdyby byl G —v nesouvisly, musel
by vrchol v mit stupen alespon 2, coz nema a tedy je G — v souvisly.

Na druhou stranu, at v je vrchol stupné 1 v G a G — v je strom. Pfipojenim
vrcholu hranou k souvislému grafu dostavame souvisly graf, tedy G je souvisly.
Pokud by G obsahoval kruznici, ale G —v ne, musi tato kruznice obsahovat vrchol
v a ten ma stupen alespon 2, spor. Takze G je bez kruznice a je to strom.

O

Véta 5 (ekvivalentni definice stroma) G = (V, E), |V| > 2. Pak jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:

1. G je strom,
. Yu,v € V existuje pravé jedna cesta z u do v,

. G je minimdlni souwvisly (tj. Ve € E je G\ e nesouvisly),

2
3
4. G je mazximalni bez kruznice (tj. V' & E ma G + €' kruznici),
5. G je sowvisly a |V| = |E| + 1,

6

. G je bez kruznice a |V| = |E| + 1.

Dtkaz: 1.=2.: Méjme u,v € V, u # v. G je strom, tedy je souvisly a existuje
cesta z u do v. Pro spor predpokladejme, Ze existuji dvé ruzné cesty P, a P».
Prochézejme obé ve sméru od u k v. Oznac¢me z posledni vrchol spoleéné c¢asti
od u a y prvni dalsi vrchol obsazeny v obou cestach. Potom tiseky obou cest mezi
vrcholy = a y tvofi kruznici a G neni strom, spor.

2.=3.: Jelikoz jsou kazdé dva vrcholy spojeny (pravé jednou) cestou, je G sou-
visly. Pro spor predpoklddejme, ze existuje e = {u,v} € FE takovd, ze G \ e
zustane souvisly. Potom v G\ e existuje cesta z u do v a v G druhd cesta tvorena
hranou e, coz je spor.

3.=1.: Staci dokazat, ze G neobsahuje kruznici. Pokud by ji obsahoval, pak po
odstranéni libovolné libovolné hrany této kruznice zustane graf souvisly. Spor.
1.=4.: Zjevné G nemd kruznici. Mé&me libovolnou ,nehranu® ¢’ = {u,v} ¢ E.
Potom v G existuje cesta z u do v ktera spoleéné s €’ vytvori kruznici.

4.=1.: Zjevné je G bez kruznice. Kdyby nebyl souvisly, pak pfidanim hrany
spojujici vrcholy z ruznych komponent souvislosti nevznikne kruznice. Spor.
1.=5. (resp. 6.): Staci ovéfit vztah mezi poc¢tem vrcholi a hran stromu. Po-
stupujme matematickou indukei podle po¢tu vrcholu. Pro |V| = 1 je |E| = 0



a tvrzeni plati. Ddle méjme |V| > 2, pak G m4 list v a G \ v je strom s méné
vrcholy a tedy tvrzeni pro néj plati. Tedy |V(G \ v)| = |E(G \ v)| + 1. Také
V] =|V(G\v)|+1a|E|=|E(G\v)|+1 aovéiime, ze plati i |V| = |E| + 1.
5.=1.: G je souvisly, predpoklddejme ale, Zze obsahuje kruznici. Potom lze vyne-
chat hranu této kruznice a G zustane souvisly. Vynechavejme hrany tak dlouho,
dokud graf zustava souvisly. Dostaneme graf G’, ktery je podgrafem G a je sou-
visly a bez kruznice. Tedy je to strom se stejnym poctem vrcholu a plati pro néj
vztah |V| = |E(G")| +1 < |E| + 1, spor.
6.=-1.: G nemd kruznici, predpoklddejme ale, Ze neni souvisly Potom lze pridat
hranu mezi vrcholy v ruznych komponentich souvislosti a G zustane souvisly.
Pridavejme hrany tak dlouho, dokud graf neobsahuje kruznici. Dostaneme graf
G" ktery je nadgrafem G a je souvisly a bez kruznice. Tedy je to strom se stejnym
poctem vrcholu a plati pro néj vztah |V| = |E(G")| + 1 > |E| + 1, spor.

OJ

Dusledek 6 Graf G = (V, E) je les s k komponentami souvislosti prdvé tehdy,
kdyz G nemd kruznici a |V| = |E| + k.

2 Kostry grafa

Definice 7 Kostra souvislého grafu je jeho podgraf, ktery obsahuje vsechny vr-
choly grafu a je strom.

Priklad:

Pozorovani 8 Kazdd kostra grafu s n vrcholy ma n — 1 hran.



Algoritmus pro nalezeni kostry:
G=(V,E),|V]=n,E={er,ea,....en}

1. E(]:@

2. for i=1 to m do if (V, E;_; U{e;}) obsahuje kruznici
then Ez = Ei—l
else Ez = Ei—l U {61}

3. if |E,,| =n — 1 return T' = (V, E,,) else return G je nesouvisly

Poznamka 9 Je-li |E;| = n — 1 pro néjaké i, pak algoritmus muze skoncit a
T = (V, E;) je kostra.

Operace s grafy G = (V, E)
e odebréni vrcholu G\ v = (V \ {v}, En (V\{}),
e odebrani hrany G \ e = (V, E'\ {e}),
e piiddni hrany G + ¢ = (V, E U {€'}),
e déleni hrany G%e = (V Uw, E'\ {e} U {{u,w}, {v,w}}), kde e = {u, v},

e kontrakce hrany G.e = (V' \ {u,v} U{w}, E'), pro e = {u,v} a E' = {f €
Elenf=0}U{{z,w}zx € (N(u)UN(v))\ {u,v}}.

e multigrafova kontrakce G : e, mohou vznikat nasobné hrany, pokud x byl
spojen s u 1S v

Lemma 10 Necht G je graf, e jeho libovolnd hrana a jako k(G) oznacujme pocet
koster grafu G. Pak plati k(G) = k(G —e) + k(G : e).

Dikaz: Kostry grafu G rozdélime do dvou skupin podle toho, zda obsahuji nebo
neobsahuji hranu e.

Ty, které hranu e neobsahuji, jsou vlastné kostrami grafu G — e a je jich tedy
k(G — e). Nyni si sta¢i uvédomit, ze kostry grafu G obsahujici hranu e vzajemné
jednoznacné odpovidaji kostram multigrafu G : e a je jich tedy x(G : e).

O

Ptredchozi lemma je sice uzitecné, ale spiSe jako argument v dukazech ¢i
uvahach, pro praktické pocitani se piilis nehodi.



Véta 11 (Cayleyho formule) Pron > 2 je k(K,) = n"2.

Ditikaz s obratlovci: Obratlovcem nazvéme kostru grafu K, s jednim vrcho-
lem v krouzku (hlavicka) a jednim vrcholem ve ¢tverecku (zadecek) — muze jit i

dvakrat o tentyz vrchol. Potom pocet obratlovei o(n) = (K, ) - n?.

Lemma 12 Ezistuje bijekce mezi mnozZinou vech obratlovci na n vrcholech a
mnoZzinou zobrazeni [n] do [n].

Diikaz: Cesté spojujici hlavicku a zadecek budeme tikat pater. Uvazme posloup-
nost vrcholu patere v poradi podle velikosti (od nejmensiho k nejvétsimu) a poté
v poradi od hlavicky k zadecku. napiSeme-li tato poradi pod sebe, je mozné to
chapat jako permutaci vrcholu patere. Vrchol mimo péatef zobrazime vzdy na jeho
souseda smeérem k patefi. Tim jsme ziskali zobrazeni [n] do [n].

Obdobnym zpusoben dokédzeme ze zobrazeni [n] do sebe sestrojit obratlovce

tak, ze tyto postupy jsou inverzni a jedna se tedy o bijekce.
OJ

Pocet zobrazeni mnoziny [n| do sebe je n™ a tedy i pocet vech obratloveu na
n vrcholech je o(n) = n". Z toho k(K,,) = o(n)/n* = n"2.
O



