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1 Grafy

Definice 1 Graf G = (V, E) je usporddand dvojice, kde V' je (konecnd) mnoZina
vrcholi a E C (‘2/) je mnozina hran.

Piiklad: G = ({a,b,c,d, e}, {{a, b}, {b, c}, {c,d}, {d, e}, {e,a},{b,d}})

Uziti grafu — komunikace (sité, doprava), el. obvody, diagramy

Dulezité (specidlni) typy grafa
e prazdny graf E, = ([n],0)
 tiplng graf K, = ([n], (})))
e cesta P, = ([n],{{i,i+1},i=1,2,...,n—1}) (délka cesty = pocet hran)
e kruznice C,, = ([n],{{i,i+1},i=1,2,...,n—1}U{l,n}) pron >3

e uplny bipartitni graf K,,,, = (V,E), kde V =V, UV, V, NV, = 0,|V,| =
m, |Vl =naE={{ab},acV,beV,}

Definice 2 Graf G = (V, E) je bipartitni, pokud 3V,,V, C V takové, ze V =
VouV, VonV,=0 aproVe € E plati leNV,| =1 =|enV,.



2 Izomorfismus a podgrafy

Definice 3 Af G = (Vg, Eg) a H = (Vy, Eg) jsou dva grafy, potom zobrazeni
f Vg — Vi se nazgvd izomorfismus grafu G a H, pokud f je bijekce a plati
Vu,v € Vg : {u,v} € Eg < {f(u), f(v)} € Eg.

Piiklad: Doplnék grafu G = (V, E) je graf G = (V, (1) \ E).
Zajimavy piiklad: Cs = Cs.

Tvrzeni 4 Necht n € N, potom plati:

n
2

1. Pocel grafi na mnoziné [n] je 2(5).
2. Pocet navzdjem neizomorfnich grafi na [n] je alespor 2(3)/n!.

Dikaz: 1) Graf na mnoziné V' = [n] je jednoznac¢né ur¢en mnozinou hran. Pocet
grafu je tedy roven poctu vSech moznych mnozin hran, tj. po¢tu podmnozin
mnoziny vSech hran. Pocet hran muze byt nejvyse roven poctu vSech dvojic na
n-prvkové mnoziné, kterych je (’2‘) Pocet ruznych mnozin hran je tedy 2(5).

2) Méame-li jeden zafixovany graf na V', pak existuje pravé n! permutaci jeho
vrcholi. Kazdy izomorfismus dvou grafi na mnoziné V' je permutace této mnoziny
(navic zachovavajici hrany) a tedy s jednim zafixovanym grafem nemuze byt

n
izomorfnich vice nez n! grafu. Pak ale musi existovat alespon 2(2)/ n! navzajem
neizomorfnich grafi na mnoziné V.
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Definice 5 Graf G = (Vg, Eg) je podgrafem grafu H = (Vg, Eg), pokud je
Vo CVyg a Eq C Ey. Piseme G C H.

Je-li Eq = Eg N (VQG), nazyvd se G indukovany podgraf.

Pro U C Vy je graf HU] = (U, Ex N (g)) podgraf H indukovany U .

Poznamka 6 Cestou / kruznici v grafu rozumime podgraf izomorfni cesté /
kruznici.



3 Souvislost a vzdalenost

Definice 7 Graf G = (V, E) se nazyvd souwvisly, pokud pro Yu,v € V' ezistuje v
G cesta z u do v. Jinak rikdme, Ze G je nesouvisly.

Na cestu v grafu je mozné se divat také nasledujicim zpusobem.
Cesta je posloupnost (vg, €1, v1, €, Vg, . .. Ug_1, €k, V) takova, ze proi =1,2,... k
je e; ={vi1,v;} a Vi # j,v; # v; (implikuje Vi # j, e; # e;).

Potom muzeme podobnym zpusobem definovat tah a sled.
Tah je posloupnost (v, €1, v1, €2, 09, ...V 1, €, V) takova, ze proi = 1,2,...k
jee; ={vic1, v} aVi# je # €.
Sled je posloupnost (vg, e1,v1, €2, V9, ... Vk_1, €k, Vg) takovd, ze proi = 1,2,... k
jee = {Ui—l,vi}-

Pozorovani 8 Kazdy nejkratsi sled spojujici dva dané vrcholy grafu je cesta.

Dikaz: Postupujme sporem a predpokladejme, ze (vg, €1, v1, €2, Vo, . . . Ug_1, €k, Vk)
je néjaky nejkratsi sled mezi vrcholy vy a vy, ktery vsak neni cestou. Tedy existuji
0 <i < j <k indexy takové, ze v; = v;. Potom je (vg,e1,v1,€2,0a,...,€;,0; =
Vj, €5, Vi1, - - -, Vk—1, €k, V) sled mezi vy a vy, délky i+ (k —j) =k — (j — i) < k,

spor s minimalitou délky puvodniho sledu.
O

Definice 9 Definujme relaci ~ na mnoziné Vx V:u ~wv & 3 cesta zu dov.
Potom je ekvivalence a tridy se nazyvaji komponenty souvislosti grafu G (tj. C-
maz. souvislé podgrafy).

Definice 10 Pro u,v € V je vzdalenost v grafu G rovna délce nejkratsi cesty z u
do v. Pokud Zddnd takovd cesta v G neexistuje (u,v lezi v rizniych komponentdch
souvislosti G ), potom piseme d(u,v) = co.

Tvrzeni 11 Vzddlenost v grafu md vlastnosti metriky:
1. Yu,v € V 1 d(u,v) > 0, navic d(u,v) =0 < u=wv,
2. Yu,v € V i d(u,v) = d(v,u),
3. Yu,v,w €V : d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) (trojihelnikovd nerovnost).

Dukaz:



4 Stupen vrcholu
Definice 12 Okoli vrcholu v € V v grafu G = (V, E) je N(v) = {u € V,{u,v} €
E}

Poznamka 13 Nékdy téz zahrnujeme v do svého okoli. Navic muzZeme definovat
iterované okoli N*(v) = {u € V,d(u,v) < k} a pak N'(v) = N(v) U {v}.
Definice 14 Stupen vrcholu v € V v grafu G = (V, E) je deg(v) = |{e € E,v €
e} =[N (v)|.
Tvrzeni 15 (princip sudosti) Pro libovolnyg graf G = (V, E) plati

> deg(v) =2|E].

veV

Dikaz: V sumé je kazda hrana zapoctena dvakrat — jednou za kazdy vrchol.
OJ

Dusledek 16 Soucet stupnu vrcholu libovolného grafu je vidy sudy. To znamend,
Ze pocet vrcholi lichého stupné je sudy.

5 Maticové reprezentace grafi

Definice 17 G = (V,E),V = {v1,va,...,v,}. Matice sousednosti grafu G je
ctvercovd matice n x n nad R Ag = (ay)};—, takovd, Ze

o 1 {Ui,Uj}eE,
Y= 0 jinak.

Priklad:
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Ag je symetricka s 0 na diagonéle, ale zavisi na oc¢islovani vrcholu!

e

Definice 18 G = (V, E),V = {v1,va,..., 0.}, E = {e1, ea,...,en}. Matice inci-
dence grafu G je matice typu n x m nad R Ig = (x;;) takovd, Ze

e — 1 v € €j,
Y 0 jinak.



