Uvod do pravdépodobnosti

Kombinatorika pro bioinformatiky (NDMI089)
RNDr. Ondfej Pangrac, Ph.D.



Pravdépodobnostni prostory

Definice
Kone&ny pravdépodobnostni prostor je trojice (2, F, P), kde Q je kone¢na mnoZina,
F=2%aP:F—|[0,1] spliujici pro kaZdou A C Q

=Y P({w})

w€eA

a P(Q)=1.

Pt¥iklady pravdépodobnostnich prostori:
Hod (spravedlivou) minci: Q = {R, L}, P(R)
Hod kostkou: Q = {1,2,3,4,5,6}, P(k) = 1
Opakovany hod minci: Q = {R, L}", ( ):
Nahodna permutace: Q = S,, P(7) = % p

1
pro k=1,2,3,4,5,6.
% pro Vw € {R, L}".
ro viechny w € S,,.



Pravdépodobnostni prostory

Definice

Pravd&podonostni prostor (2,2, P) se nazyva uniformni (té# klasicky)
pravd&podobnostni prostor, pokud P(A) = % pro viechny jevy A C Q.
Definice

Soucin pravd&podobnostnich prostorii (Q1,2%, P1) a (Q2,2%2, P5) je prostor
(2,29, P), kde Q = Q1 x Q2 apro AC Q je

P(A) = > Pi({w1}): Pa(fw2}) -

(w1,w2)EA



Podminéna pravdépodobnost

Definice

Jevy A a B se nazyvaji nezavislé, pokud P(AN B) = P(A) - P(B). Obecné, jevy
A1, Az, ..., A, jsou nezavislé, pokud pro kaZdou (neprazdnou) podmnoZinu
Definice

Podminéna pravdépodobnost jevu A za pfedpokladu, Ze nastal jev B, se definuje jako

P(A|B) = P(;‘(E)B)
(je def. pouze pro P(B) > 0).

Pozorovani pAnE)  PAIP(E
Jsou-li jevy A, B nezavislé a P(B) > 0, pak P(A|B) = P5z2) = EEOHE) — p(A). A
naopak, pokud P(A|B) = P(A), jednd se o nezdvislé jevy.




Véta o uplné pravdépodobnosti

Véta
Necht A je né&jaky jev a By, ..., B, jsou disjunktni jevy pokryvajici celé 0, navic
P(B;) >0 proi=1,...,n. Pak

P(A) =Y P(A|B))- P(B) .
i=1

Duakaz: ProtoZe jevy By, ..., B, pokryvaji Q, plati pro kazdé A

A=|]J(AnB).
i=1
Z jejich disjunktnosti plyne, Ze i &leny AN B; jsou disjunktni a tedy
P(A) = >, P(AN B;), coz déle upravujeme s vyuZitim vztahu
P(AN Bi) = P(A|Bi) - P(B;) -

A dotavame

P(A):iP(AﬁBi):iP(A’Bi)'P(Bi) :
i—1 i—1



Bayesova véta

Véta
Necht A je né&jaky jev a By, ..., B, jsou disjunktni jevy pokryvajici celé S0, navic
P(Bj) >0 proi=1,...,n. Pak

P(A|Bx) - P(Bx)
> P(AIB:) - P(B;)

P(Bk|A) =

Duakaz: Z def. podminéné pravdépodonosti vyjad¥ime pravdépodobnost priniku dvou
jevi ob&ma moznymi zplsoby

P(AN Bk) = P(A[Bk) - P(Bk) = P(Bk|A) - P(A)
Z toho
P(A|Bx) - P(Bx)
P(A)

a za jmenovatele zlomku dosadime z Véty o Uplné pravdépodobnosti.

P(Bk|A) =




Nazorny ptiklad

UvaZujme, Ze v n&jaké populaci je etnost bezejmenné choroby 1 osoba z 1000. K
dispozici mame test, jehoZ spolehlivost je 95% (u skute€n& nemocné osoby vyjde test s
pravdé&podobnosti 95% pozitivng, a taktéZ u zdravé osoby vyjde test s
pravd&podobnosti 95% negativn&). Jaké je pravd&podobnost, Ze testovand osoba je
skute¢n& nemocna, pokud ji vySel pozitivni test?

Zavedeme si znaleni: N bude oznalovat jev, 7e dand osoba je nemocnd, a N jev, Ze
nemocna neni. Analogicky, T zna&i pozitivni test a T negativni test. Zadani pak
znamend P(N) = 155, P(T|N) = P(T|N) = 12 a zajima nas P(N|T).

Podle definice podminéné pravdépodobnosti je

P(NNT)

PNIT) = =5



Nazorny ptiklad

Citatele Ize vyjad¥it z

P(TIN) = P(PT(I?/)N)
jako
P(NNT) = P(TIN)- P(N) = = . = 19

20 1000 20000 °

Jmenovatele v feSeném vyrazu spoéteme

P(T) = P(TIN)-P(N)+ P(T|N)-P(N) =
= P(TIN)- P(N) + (1 — P(TIN)) - P(W) = 0 oo+ o0 - ot = oo

20 1000 + 20 1000 20000
Nyni jiz jen dosadime

PINONT) o5 19 20
(N|T) = = = <
P(T) Jo18 ™ 1018 1000

=0.02.



