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1 Pravdépodobnostni prostory

Definice 1 Konecny pravdépodobnostni prostor je trojice (2, F,P), kde Q je
koneénd mnozina, F = 2% a P : F — [0, 1] spliugici pro kazdou A C Q

P(A) = P({w})

weA

Priklady pravdépodobnostnich prostorii:
Hod (spravedlivou) minci: Q = {R, L}, P(R) = P(L) = 3.
Hod kostkou: Q2 ={1,2,3,4,5,6}, P(k) = % pro k =1,2,3,4,5,6.
Opakovany hod minci: Q = {R, L}", P(w) = 37 pro Yw € {R, L}".

N4hodna permutace: 2 = S,,, P(r) = & pro viechny 7 € S,,.

n!

Definice 2 Pravdépodonostni prostor (2,22, P) se nazjvd uniformni (téz kla-

sicky) pravdépodobnostni prostor, pokud P(A) = % pro vSechny jevy A C Q.



2 Podminéna pravdépodobnost

Definice 3 Jevy A a B se nazjvaji nezdvislé, pokud P(AN B) = P(A) - P(B).
Obecné, jevy Ay, As, . .., A, jsou nezdvislé, pokud pro kazdou (neprdzdnou) podmnoZinu
I C{L,2,...,n} plati P((;c; Ai) = [L;e; P(4).

Definice 4 Podminénd pravdépodobnost jevu A za predpokladu, Ze nastal jev B,
se definuje jako

P(ANB)
P(AB)= ———~
(1B) = 25
(je def. pouze pro P(B) > 0).
Pozorovani 5 Jsou-li jevy A, B nezdvislé a P(B) > 0, pak P(A|B) = % —

P(gzggB) = P(A). A naopak, pokud P(A|B) = P(A), jednd se o nezdvislé jevy.

Priiklad: Uvazujme, ze v néjaké populaci je ¢etnost bezejmenné choroby 1 osoba
z 1000. K dispozici mame test, jehoz spolehlivost je 95% (u skuteéné nemocné
osoby vyjde test s pravdépodobnosti 95% pozitivné, a taktéz u zdravé osoby vyjde
test s pravdépodobnosti 95% negativné). Jaké je pravdépodobnost, ze testovana
osoba je skutecné nemocnd, pokud ji vysel pozitivni test?

Zavedeme si znaceni: N bude oznacovat jev, ze dand osoba je nemocna, a N
jev, ze nemocna neni. Analogicky, 7" znaci pozitivni test a T negativni test. Zadani

pak znamend P(N) = 155, P(T|N) = P(T|N) = 33 a zajimd nds P(N|T).

Podle definice podminéné pravdépodobnosti je
P(NNT)
P(N|T) = ———=
Citatele 1ze vyjadiit z
P(TNN)
P(T|N) = ———=
(TIN) = 5

jako
19 1 19
PINNT)=P(TIN)-P(N)= —+ —— = ——— .
(NAT) (TIN) - P(N) 20 1000 20000

Jmenovatele v feSeném vyrazu spocteme

P(T) = P(T|N)-P(N)+ P(T|N)-P(N) =

19 1 1 999 1018
= P(IIN)-P(N)+ (1= P(I)N))- P(N) = 55 7556t 50 T000 = 20000 °

Nyni jiz jen dosadime

PINNT) o 19 20
P(NI|T) = — 20000 __ —
NIT) = =p7 = 15 = 1018 = 7000

20000

0.02 .




Véta 6 (Véta o tplné pravdépodobnosti) Necht A je néjakyjjeva By, ..., B,
gsou disjunktni jevy pokrgvajici celé Q, navic P(B;) >0 proi=1,...,n. Pak

P(A) = ZP(AIBZ-) - P(By) .

Dikaz: Protoze jevy By, ..., B, pokryvaji (), plati pro kazdé A

n

A=JAnB).

=1

Z jejich disjunktnosti plyne, ze i ¢leny A N B; jsou disjunktni a tedy P(A) =
> i, P(AN B;), coz déle upravujeme s vyuzitim vztahu

P(ANB;) = P(A|By) - P(B;) .
A dotavame . .
P(A)=) P(AnB)) =Y P(AB;)-P(B) .

O

Véta 7 (Bayesova véta) Necht A je néjaky jev a By, ..., B, jsou disjunktni
jevy pokryjvagici celé 2, navic P(B;) >0 proi=1,...,n. Pak

_ P(A|By) - P(By)
PUBIA) = S~ by P8y -

Dikaz: 7 def. podminéné pravdépodonosti vyjadiime pravdépodobnost pruniku
dvou jevu obéma moznymi zpusoby

P(AN By) = P(A|By) - P(By) = P(BiJA) - P(A)

Z toho
P(A|By,) - P(By,)
P(A)

a za jmenovatele zlomku dosadime z Véty o uplné pravdépodobnosti.

P(B|A) =
U

Definice 8 Soucin pravdépodobnostnich prostori (0,24, P1) a (9,22, P5) je
prostor (€2,22, P), kde Q = Q; x Qy a pro A C Q je

P(A)= Y Pi({w}) - P({w2}) .

(w1,w2)EA



3 Nahodné veli¢iny

Definice 9 (Redlnd) ndhodnd wveli¢ina na konecéném pravdépodobnostnim pro-
storu (2,29, P) je libovolnd funkce X : Q — R.

Piiklad: Pro n € N definujeme ndhodnou veli¢inu (pouzivé se téz pojmenovani
ndhodnd proménnd) X, rovnu poctu licu pii n hodech spravedlivou minci. To
zamend, ze €, = {L, R}" a X,, nabyva hodnot 0,1,...,n, pficemz

P(Xn:k):%).

Definice 10 Bud X : Q — R ndhodnd veli¢ina na konecéném pravdépodobnostnim
prostoru (2,22, P). Stredni hodnota X je definovdna jako

E(X) =) P({w}) X(w).

we

Véta 11 (Linearita stfedni hodnoty) Necht X,Y jsou ndhodné redlné veliciny
na (koneéném) pravdépodobnostnim prostoru (2,29, P), a € R. Potom

E(aX) = aBE(X)
EX+Y) = EX)+EY)

Dikaz: Plyne ptimo rozepsanim definice:

E(aX) = ) PH{w})-(aX)w)=) aP({w}) X(w)=

= a) P{w}) X(w)=aBE(X)
E(X+Y) = > P{w}) (X +Y)(w) =Y P{w}) - (X(w)+Y(w)) =
= Y P{w}) X(w)+ > P({w}) Y(w) = EX)+E(Y) .

O

Definice 12 Indikdator jevu A C Q je ndhodnd veli¢ina 14 : Q — {0,1} defino-

vand
1 prowe A

IA(W):{ 0 prow¢ A



Pozorovani 13 Pro stredni hodnotu indikdtoru plati

E(I4) = P(A) .
Piiklad: Pouziti indikdtoru: Pro ndhodnou veli¢inu z predchoziho piikladu (pocet
licu pti n hodech minci) spoctéte jeji stiedn hodnotu.

Definujme jevy A;: pii i-tém hody padl lic, proi = 1,...,n. Potom P(A;) = %
pro kazdé i a dale X,, = > | I; (Pro prehlednéjsi zdpis oznacujeme indikdtor
jevu A; jako I;).

Z toho

B(X,) =B 1) =Y B(L)=) P(A)=7 .

Poznamejme, ze ke stejnému vysledku lze dospét i piimo z definice stfedni
hodnoty, takto je to ale jednodussi.

Véta 14 (Markovova nerovnost) Pro nézapornou ndhodnou velicinu X spliujici
E(X) >0 aredlnét > 1 plati

P(X > tB(X)) <

& | =

Dukaz: Nejprve ukdzeme, ze E(X) > aP(X > a) a pak zvolime vhodnou hod-
notu paramtru a.

Ozna¢me A C Q jev, ze hodnota X je vétsi rovna a, tedy A = {w € Q| X (w) >
a}. Pak

E(X) = Y PUwh) -Xw) =) PH{w}) - Xw+ Y P{w}) Xw)=

weN weA weN\A
> Y P{w})-a+0=a-Y P({w})=a-P(A)=aP(X >a).

Nyni dosadime a = tE(X) a upravime
E(X) > (tE(X))P(X > tE(X))

na pozadovany vysledek
P(X >tE(X)) <

S



Definice 15 Rozptyl ndhoné veliciny X je definovdn jako
Var(X) = E((X — E(X))?) .

Véta 16 (Cebysevova nerovnost) Pro ndhodnou velicinu X a redlné cislo

a>+/Var(X) plati

P(X — B(X)| > a) < YD)

a?

Dikaz: Uvazme novou ndhodnou veli¢inu Y = (X — F(X))?2. Déle si uvédomime,
7e podminka | X — E(X)| > a je splnéna pravé tehdy, kdyz (X — E(X))? > a?,
neboli Y > a?.

Protoze Y je nezaporna ndhodna veli¢ina, 1ze pouzit Markovovu nerovnost s

volbou t = #?X) Ptipad, kdy je Var(X) = 0, tedy X je konstatné rovna E(X),

si musime rozmyslet zvlast, ale CebySevova nerovnost pak jisté plati.
Markovova nerovnost nam pro Y dava

P(Y > tE(Y)) < % ,

kde E(Y) = E((X — E(X))?) = Var(X) a pii vyse uvedené volbé ¢ je levd strana

P(Y > tE(Y)) = P((X - E(X))*> v@im Var(X)) = P((X — B(X))* > a) =
= P(IX - B(X)| > a)
a prava strana je rovna
1 Var(X)
t a?

Tim je dukaz hotov.



