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Věta 1 Mějme konečné množiny A1, A2, . . . , Ak takové, že |
⋃k

i=1Ai| = n. Potom
existuje i takové, že |Ai| ≥ n

k
.

Důkaz: Pro spor předpoládejme, že |Ai| < n
k

pro všechna i = 1, 2, . . . , k. Pak

|
k⋃

i=1

Ai| ≤
k∑

i=1

|Ai| <
k∑

i=1

n

k
= k · n

k
= n .

To je spor s předpokladem |
⋃k

i=1Ai| = n.
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Tvrzeńı 2 (Jednoduchý př́ıklad) Mezi každými čtyřmi celými č́ısly lze nalézt dvě,
jejichž rozd́ıl je dělitelný třemi.

Důkaz: Označme vybranou čtveřici č́ısel a1, a2, a3, a4, pak pro i = 1, 2, 3, 4 lze ai
rozložit dle dělitelnosti třemi do tvaru ai = 3bi + ri pro bi celé a ri ∈ {0, 1, 2}.
Zbytky ri mohou nabývat pouze tř́ı hodnot, muśı se tedy (alespoň) jedna hodnota
opakovat.

Zapsáno formálně dle Dirichletova principu: Definujeme množiny A0, A1, A2

tak, že At = {i : ri = t}. Pak |A0 ∪ A1 ∪ A2| = 4 a tedy ∃t : |At| ≥ 4/3 > 1 a
tedy nutně |At| ≥ 2.

Z toho máme i 6= j pro které ri = rj a dále pak ai−aj = (3bi+ri)−(3bj+rj) =
(3bi − 3bj) + (ri − rj) = 3(bi − bj) a d̊ukaz je hotov.
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Tvrzeńı 3 (Složitěǰśı př́ıklad.) Šachysta odehrál v 77 dnech celkem nejvýše 132
partíı, každý den hrál vždy alespoň jednu. Existue několik po sobě následuj́ıćıch
dn̊u, v nichž odehrál dohormady právě 21 partíı.

Důkaz: Označme ai počet partíı odehraných do i-tého dne (včetně). Zadáńı nám
ř́ıká

1 ≤ a1 < a2 < . . . < a77 ≤ 132 .

Toto uprav́ıme na

22 ≤ a1 + 21 < a2 + 21 < . . . < a77 + 21 ≤ 153 .

Všimneme si, že 2 · 77 = 154 č́ısel a1, a2, . . . , a77, a1 + 21, a2 + 21, . . . , a77 + 21
nabývá hodnot v rozmeźı 1, . . . , 153, tedy se mezi nimi muśı někjaké č́ıslo opako-
vat v́ıcekrát.

Protože č́ısla a1, a2, . . . , a77 jsou všechna r̊uzná (rostoućı) a stejně tak i č́ısla
a1 + 21, a2 + 21, . . . , a77 + 21, znamená to, že existuj́ı indexy i, j pro které ai =
aj + 21 (a tedy i > j). Z toho ai− aj = 21 a šachysta ve dnech j + 1 až i odehrál
právě 21 partíı.

�


