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Problém šatná̌rky

Do klubu p̌richázej́ı večer pánové a každý z nich si v šatně odlož́ı klobouk. Šatná̌rka je
však roztržitá a nepamatuje si, který klobouk komu paťŕı. Rozdává je tedy pánům p̌ri
odchodu zcela náhodně. Jaká je pravděpodobnost, že žádný z pánů nedostane zpět
sv̊uj klobouk?

Rozdáńı klobouk̊u je vlastně permutace, ptáme se tedy na to, jaká je pravděpodobnost,
že náhodně zvolená permutace nemá pevný bod (tj. i takové, že π(i) = i). Označme

š(n) = počet permutaćı bez pevného bodu na množině {1, 2, . . . , n}

Potom hledaná pravděpodobnost bude š(n)/n!.



Problém šatná̌rky

Tvrzeńı
Pro n ≥ 1 je š(n) = n!(1− 1
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Důkaz:
Označme Fi = {π ∈ Sn, π(i) = i}, potom š(n) = |Sn \

⋃n
i=1 Fi | = n!− |
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i=1 Fi |.

Pro výpočet |
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i=1 Fi | použijeme PIE. Nejprve si urč́ıme
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Problém šatná̌rky

Tedy
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□

Důsledek
Pravděpodobnost, že žádný z pán̊u nedostane zpět sv̊uj klobouk se bĺıž́ı
1/e

.
= 0.368787 . . ..

Důkaz: p = š(n)
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n∑
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xk

k! .

□



Počet surjekćı

Věta
Necht’ X ,Y jsou konečné množiny, |X | = n, |Y | = m a n ≥ m > 0. Potom počet
zobrazeńı f množiny X na množinu Y je

∑m
k=0(−1)k

(m
k

)
(m − k)n.

Důkaz: Počet všech funkćı z X do Y je mn.
Dále si označ́ıme prvky množiny Y jako y1, y2, . . . , ym a definujeme množiny
Fi = {f : X 7→ Y | ̸ ∃x ∈ X : f (x) = yi} pro i = 1, 2, . . . ,m.
Pak množina

⋃m
i=1 Fi je právě množina funkćı které nejsou surjektivńı a jej́ı mohutnost

stač́ı odeč́ıst od počtu všech funkćı. Mohutnost této množiny spočteme s použit́ım
principu inkluze a exkluze∣∣∣∣∣
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Počet surjekćı

Počet surjekćı je pak
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což lze ještě upravit
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□
Výslednou sumu stač́ı poč́ıtat jen do k = m − 1, pro k = m je sč́ıtanec nulový. Na
rozd́ıl od poč́ıtáńı prostých funkćı je zde ťreba ḿıt podḿınku na mohutnost množin,
nebot’ pro |Y | > |X | neexistuje surjektivńı funkce, ale výraz může být nenulový.



Eulerova funkce

Definice
φ(n) = počet č́ısel z 1, 2, . . . , n nesoudělných s n

Tvrzeńı
At’ n = pe11 · pe22 · . . . · pekk je prvoč́ıselný rozklad (tj. p1, p2, . . . , pk r̊uzná prvoč́ısla,
ei ≥ 1). Potom φ(n) = n(1− 1

p1
)(1− 1

p2
) . . . (1− 1

pk
).

Důkaz:
Pro i = 1, 2, . . . , k definujme Ai = {a ∈ {1, 2, . . . , n}, pi\a}.
Potom žrejmě

⋃k
i=1 Ai je množina všech č́ısel z 1, 2, . . . , n soudělných s n.
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Eulerova funkce

Takže dle PIE∣∣∣∣∣
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Eulerova funkce

Poznámka

φ(n) = pe11 . . . pekk
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Alternativńı důkaz pak může j́ıt následuj́ıćım způsobem.

1. k = 1: φ(pe) = pe − pe−1

2. k ≥ 2: φ(r · s) = φ(r) · φ(s) pro r , s nesoudělné


