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Problém Satnarky

Do klubu p¥ichazeji veter panové a kazdy z nich si v 3atn& odlo¥i klobouk. Satna¥ka je
v8ak roztrzitd a nepamatuje si, ktery klobouk komu patfi. Rozdava je tedy paniim pfi
odchodu zcela ndhodné. Jaka je pravdépodobnost, Ze Zadny z pan(i nedostane zpét
svij klobouk?

Rozdani klobouk( je vlastné permutace, ptdme se tedy na to, jaka je pravdépodobnost,
Ze ndhodné& zvolend permutace nema pevny bod (tj. i takové, Ze m(i) = i). Oznatme

§(n) = potet permutaci bez pevného bodu na mnoZziné {1,2,...,n}

Potom hledand pravdépodobnost bude 3(n)/n!.



Problém Satnarky

Tvrzeni

Pron>1 je §n) = n!(1 — ,+%—%+...+(—1)"$).
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Dikaz:

Oznatme F; = {m € S, w(i) = i}, potom ¥(n) = |S, \ Ui Fi| = n' — Ui Fil-
Pro vypotet ||J;_; Fi| pouZijeme PIE. Nejprve si uréime }ﬂiel F,-‘.

Snadno nahlédneme, Ze prvky [);c, Fi jsou pravé ty permutacer € Sy, pro které
(i) =i pro Vi € I. Proto ’ﬂiel F,-} =(n—|N)"

Lze tedy potitat

n
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Problém Satnarky

Tedy

§(n) = nl — Z(—1)k+1% _ nl (1 + i(—nkkl!) — nl i(—nkkl!.
= k=0

Diusledek
Pravdépodobnost, Ze Zadny z pani nedostane zpét sviij klobouk se blizi
1/e =0.368787....

oo o
Dikaz: p = 59 = $5 G e73 ebot e = 5 1



Pocet surjekci

Véta
Necht X, Y jsou kone&né mnoZiny, |X| = n,|Y| = m an> m > 0. Potom polet

zobrazeni f mnoZiny X na mnoZinu Y je > 7 o(=1)k(7)(m — k)".

Diikaz: Pocet viech funkci z X do Y je m".

Dale si oznalime prvky mnoziny Y jako y1,y2,...,¥m a definujeme mnoZiny

Fi={f: X—Y| AxeX:f(x)=y}proi=12....,m.

Pak mnozina | ; F; je prév& mnoZina funkci které nejsou surjektivni a jeji mohutnost
stadi odedist od poctu viech funkci. Mohutnost této mnoZiny spofteme s pouZitim
principu inkluze a exkluze




Pocet surjekci
Pocet surjekci je pak
coz lze jesté upravit

" éj(—l)k(’:)(m— =3 v(§ ) im0

1 k=

o
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Vyslednou sumu stadi poditat jen do k = m — 1, pro k = m je s¢itanec nulovy. Na
rozdil od pocitani prostych funkci je zde tfeba mit podminku na mohutnost mnoZin,
nebot pro |Y| > |X| neexistuje surjektivni funkce, ale vyraz mize byt nenulovy.



Eulerova funkce

Definice
o(n) = pocet ¢&isel z1,2,...,n nesoudélnych s n
Tvrzeni
At n=pft-p ... p je prvotiselny rozklad (tj. p1,pa, ..., pk riznd prvocisla,
ei > 1). Potom ¢(n) = n(1 — i (1- é)(l — i)
Duakaz:
Proi=1,2,..., k definuime A; = {a € {1,2,...,n},pi\a}.
Potom z¥ejmé& | J;_; A je mnoZina v3ech &isel z 1,2, ..., n soudéInych s n.
Tedy () = n — |Ul; A
n
Al = —
pi
no. .
AINAl = —i#]j
pip;j
NAl = 5.
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Eulerova funkce

TakzZe dle PIE
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Eulerova funkce

Poznamka

o(n) = pf* ... pg* (l—pll)...<1—plk> :ﬁ[pff (1_;) :ﬁ(p;‘-‘f_

Alternativni dlikaz pak mize jit nasledujicim zplisobem.

1 k=1 ¢(p°) = p*—p*
2. k>2:¢(r-s)=¢(r)-¢(s) pro r,s nesoudéné



