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1 Princip inkluze a exkluze

Jednoduchý př́ıklad |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|
Jaká je velikost sjednoceńı v́ıce množin, známe-li jejich pr̊uniky?

Př́ıklad: Kolik z č́ısel 1, 2, . . . , 30 je dělitelných některým č́ıslem z 2, 3, 5?

Řešeńı: Č́ısel dělitelných 2 bude b30/2c = 15, dělitelných 3 b30/3c = 10 a
dělitelných 5 b30/5c = 6. Č́ısla dělitelná dvěmi z 2, 3, 5 jsme ale poč́ıtali dvakrát,
je tedy třeba je odeč́ıst. To se týká č́ısel dělitelných 2 · 3 = 6, těch je b30/6c = 5,
dále je třeba odeč́ıst č́ısla dělitelná 2 ·5 = 10, kterých je b30/10c = 3, a 3 ·5 = 15,
kterých je b30/15c = 2. Nakonec č́ısla dělitelná všemi třemi byla třikrát přičtena
a třikrát odečtena. Přičteme je tedy ještě jednou. Ve skutečnosti jde pouze o
jedno č́ıslo, nebot’ b30/(2 · 3 · 5)c = 1. Celkem nám tedy vyjde, že č́ısly 2, 3, 5 je
dělitelných 15 + 10 + 6− 5− 3− 2 + 1 = 22 z č́ısel 1, 2, . . . , 30.
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Věta 1 (PIE) Necht’ A1, A2, . . . , An jsou konečné množiny. Potom∣∣∣∣∣
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Důkaz: Tvrzeńı dokážeme matematickou indukćı. Snadno nahlédneme platnost
tvrzeńı pro n = 1, 2, 3. Budeme tedy dokazovat indukčńı krok.
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Prvńı člen na pravé straně rozvedeme z indukčńıho předpokladu. Posledńı
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Můžeme dosadit∣∣∣∣∣
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Důkaz jiným zp̊usobem: Vezměme si nějaké x ∈ ∪n
i=1Ai a položme J =

{i ∈ [n], x ∈ Ai} a označme j = |J |. Je jasné, že na levé straně je x započteno
jednou. Na pravé straně se objev́ı právě v těch pr̊unićıch ∩i∈IAi kde I ⊆ J . Po-
stupujme dle mohutnosti I: existuje právě j 1-prvkových indexových podmnožin
obsažených v J ,
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pr̊unićıch na pravé straně. Jelikož pr̊uniky se sudými indexovými množinami se
započ́ıtávaj́ı se znaménkem minus, je na pravé straně celkem
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2 Aplikace – problém šatnářky

Do klubu přicházej́ı večer pánové a každý z nich si v šatně odlož́ı klobouk.
Šatnářka je však roztržitá a nepamatuje si, který klobouk komu patř́ı. Rozdává
je tedy pán̊um při odchodu zcela náhodně. Jaká je pravděpodobnost, že žádný z
pán̊u nedostane zpět sv̊uj klobouk?

Rozdáńı klobouk̊u je vlastně permutace, ptáme se tedy na to, jaká je pravděpodobnost,
že náhodně zvolená permutace nemá pevný bod (tj. i takové, že π(i) = i).
Označme

š(n) = počet permutaćı bez pevného bodu na množině {1, 2, . . . , n}

Potom hledaná pravděpodobnost bude š(n)/n!.
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Důkaz: Označme Fi = {π ∈ Sn, π(i) = i}, potom š(n) = |Sn \ ∪n
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ty permutaceπ ∈ Sn, pro které π(i) = i pro ∀i ∈ I. Proto | ∩i∈I Fi| = (n − |I|)!.
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Důsledek 3 Pravděpodobnost, že žádný z pán̊u nedostane zpět sv̊uj klobouk se
bĺı̌źı 1/e

.
= 0.368787 . . ..
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3 Aplikace jiná – počet surjekćı

Věta 4 Necht’ X, Y jsou konečné množiny, |X| = n, |Y | = m a n ≥ m > 0.
Potom počet zobrazeńı f množiny X na množinu Y je

∑m
k=0(−1)k

(
m
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)
(m− k)n.

Důkaz: Počet všech funkćı z X do Y je mn.
Dále si označ́ıme prvky množiny Y jako y1, y2, . . . , ym a definujeme množiny

Fi = {f : X 7→ Y | 6 ∃x ∈ X : f(x) = yi} pro i = 1, 2, . . . ,m.
Pak množina

⋃m
i=1 Fi je právě množina funkćı které nejsou surjektivńı a jej́ı

mohutnost stač́ı odeč́ıst od počtu všech funkćı. Mohutnost této množiny spočteme
s použit́ım principu inkluze a exkluze
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mn +
m∑
k=1

(−1)k
(
m

k

)
(m− k)n =

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
(m− k)n

�

Výslednou sumu stač́ı poč́ıtat jen do k = m−1, pro k = m je sč́ıtanec nulový.
Na rozd́ıl od poč́ıtáńı prostých funkćı je zde třeba mı́t podmı́nku na mohutnost
množin, nebot’ pro |Y | > |X| neexistuje surjektivńı funkce, ale výraz může být
nenulový.



4 Aplikace posledńı – Eulerova funkce

Definice 5 ϕ(n) = počet č́ısel z 1, 2, . . . , n nesoudělných s n

Tvrzeńı 6 At’ n = pe11 ·pe22 · . . . ·p
ek
k je prvoč́ıselný rozklad (tj. p1, p2, . . . , pk r̊uzná

prvoč́ısla, ei ≥ 1). Potom ϕ(n) = n(1− 1
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)(1− 1
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) . . . (1− 1
pk

).

Důkaz: Pro i = 1, 2, . . . , k definujme Ai = {a ∈ {1, 2, . . . , n}.pi\a}. Potom
zřejmě
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Poznámka 7

ϕ(n) = pe11 . . . pekk (1− 1

p1
) . . . (1− 1
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) =
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Alternativńı d̊ukaz pak m̊uže j́ıt následuj́ıćım zp̊usobem.

1. k = 1: ϕ(pe) = pe − pe−1

2. k ≥ 2: ϕ(r · s) = ϕ(r) · ϕ(s) pro r, s nesoudělné


