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1 Funkce a mnoziny

Tvrzeni 1 Jsou-li X,Y konecné neprazdné mnoziny, |X| = n, |Y| = m, pak
pocet funkci f : X —'Y je m™.

Duikaz: X ={1,2,...,n}

f(1) ... m moznosti
f(2) ... m moznosti
f(n) ... m moznosti
celkem m-m-...-m=m" moznosti

Formélné — matematickou indukei dle n:
(1)n=0,1 0K
(ii))n —n+1

pocet zobr. f:{1,2,... ,n,n+1} =Y =

(pocet zobr. f:{1,2,....,n} = Y)-m

mn'm — mn+1‘



Tvrzeni 2 Jsou-li X,Y koneéné neprazdné mnoziny, |X| = n, |Y| = m, pak
pocet prostych funkci f : X =Y je

n—1
m(m—1)...(m—n+1)=]](m—1).
i=0
Dikaz: X ={1,2,...,n}

f(1) ... m moznosti

f(2) ... m—1 moznosti

f(n) ... m—(n—1) moznosti

celkem m-(m—1)-...-(m—n-+1) moznosti

Poznamka 3 Predchozi turzend plati i pro pripad m < n, kdy vyjde 0.



Tvrzeni 4 Pocet podmnozin (koneéné) n-prvkové mnoziny X je roven 2".

Dikaz: Matematickou indukei dle n:
(i)n=0,1 OK
(ii) n — n + 1 fixujme libovolny prvek z € X, X' = X \ {z}
dle ind. pfedpokladu je |2¥X'| = 2", podmnoziny X rozdélime na dvé skupiny

YCX: €Y, Y CX', pocet je 2"
zeY, Y\ {z} C X' pocetje2"

a tedy [2%] =27 4 21 = 27t

Tvrzeni 5 Pocet podmnozin (konecéné) neprdzdné n-pruvkové mnoziny X takovijch,
Ze jejich velikost je sudd (lichd) je roven 271,

Diikaz: fixujme libovolny prvek z € X, X' = X \ {z}, potom [2¥'| = 27!

S(X) ={Y C X,|Y]| suda}

definujme f:S — 2X" tak, ze f(Y) =Y \ {2}, dokdzeme, ze f je bijekce
prosta — sporem:

Y1,Y2 € S, Y] # Vs, ale f(Y7) = f(Y2) pak se ale obé podmnoziny 1isi prave
jenom v prvku z a tedy jejich velikost se lisi o 1, jedna méa velikost sudou, druhé
lichou, coz je spor!
na

Y'CX'

Y'| suda:  f(Y)=Y'
lichd: f(Y'U{z}) =Y’

Protoze f je bijekce, plati |S| = [2X'| = 2771
Pro liché podmnoZiny: 2" — 271 = 271,



2 Permutace

Definice 6 Je-li X (konecénd) mnozina, pak bijekce 7 : X — X se nazgvd per-
mutace mnoziny X .

Znaceni {1,2,...,n} = [n]
S, = {m permutace [n]|} oznacuje mnozinu vsech permutaci na n prvcich

Zapis permutaci n = 6

1. m(1) =3,7(2) =4,7(3) =6,7(4) = 2,7(5) =5,7(6) =1

2123456
"\3 46 251

) , zkracené (346251)

3. obrazkovym diagramem

4. popis cyklu (136)(24)(5)

Definice 7 Je-li m € S,, pak (z1,xs,...,x%) je cyklus délky k pokud x; € [n],
wi#xyproi £, w(w) = xp proi=12,... k-1 am(x) = .

Pozorovani 8 |S,| =[], i =n! (pro dplnost dodefinujme 0! = 1)



3 Binomické koeficienty

Definice 9 Pro k,n celd nezdpornd ¢isla, k < n, je binomicky koeficient (kom-
binacni ¢islo)

ny n-(n-1)-...-n—k+1) n!
k) E-(k—1)-...-1 Ckl(n— k)

Tvrzeni 10 Je-li X n-prvkovd mnoZina a k celé nezaporné cislo, k < n, potom
pocet k-prvkoviych podmnozZin X je roven cislu (Z)

Dikaz: Nejprve uréime pocet usporadanych k-tic z n-prvkové mnoziny. Téch je
n(n—1)...(n —k+1). Uvdzime-li k-prvkovou podmnozinu, lze ji uspoiadat k!
zpusoby na usporadanou k-tici. Pocet k-prvkovych podmnozin je tedy

n(n—1)...(n—k+1) n! _(n)

k! T K=k \k

O

Poznamka 11 MnoZinu vsech k-prvkovijch podmnozin mnoZiny X znacime (X),

e ()1 = (7). '“
(1) -

Dsledek 12
Pozorovani 13 Pro prirozend c¢isla n > k plati
(o) = ()
n n (n—1
2. (k) - E(kfl)
n n—1 n—1
J. (k) - ( k )+ (kfl)
Dikaz: plyne ptimo z definice binomickych koeficientu
bod 3. ma téz zajimavou kombinatorickou interpretaci:

| X| = n, fixujme libovolny =z € X. Je-li A k-prvkova podmnozina X, pak
nastane pravé jedna z nasledujicich moznosti:

(i) x € A, A\ {z} je (k — 1)-prvkovéa podmnozina X \ {z}, téch je (7))

(ii) z € A, A je k-prvkovd podmnozina X \ {z}, téch je (”;1)



4 Binomicka véta

Véta 14 (Binomicka véta) Je-li n celé nezdporné cislo, potom

n

(Lo =" (Z)ﬁ

k=0

Diikaz: Postupujeme matematickou indukei.

(i) n=0: (14 x)

0_-1= 8

(o) 2°

n=10+z)!=1+z= (é)xo—i- (1)x1
(ii) Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n > 1, chceme ho dokazat pro n + 1.

(1 + x>n+1

- (2 ()
_ an; <Z> o+
_ an; <Z> o)+

(1+:L’)(1+:z:)”:(1+:1:)<

Pii dpravdch jsme pouzili vztahy 1 = (7) = (

(

n
k

)+ (

n

k—1

) =

(

n+1
k

).

0

n

2

k=0

) =

n

) = (

n+1
n+1

) a vzorec

O



Piiklad: Je jasné, ze (1 + 1)" = 2", spoctéme tento vyraz také podle binomické

ety (m)n:g(?)=(3)+(T>+<Z)+'”+<Z)'

Podobné, nulu muzeme napsat jako

£ Q=) )+ () e o)

Secteme-li tyto dva vyrazy, mame

r=a()wof() 2 (3) +

coz, po vydéleni dvéma, lze interpretovat jako: Pocet podmnozin (n-prvkové
mnoziny) sudé velikosti je 2771,

Dusledek 15

Véta 16 (Multinomickd) Je-li n celé nezdporné ¢islo, potom

n_ n k1 k k
<x1+x2+...+l‘p) B Z (kljk2"'.7kp)$llx22-~.§L’pp7
ki ko Ky € ZF
k1+k2++kp:n

n _ n! s ; S :
kde (kth 7777 kp) = EThl 1 S¢ nazjud multinomicky koeficient.

Poznamka 17 (Z) = (kn"_k)



