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1 Kartézsky soucin

Definice 1 Necht X a 'Y jsou dvé (neprdzdné) mnoZiny, pak prox € X,y € Y
oznacime (x,y) usporddanou dvojici prvku x ay. Ddle X XY oznac¢ime mnoZinu
vSech usporddanych dvojic (x,y), kde x € X,y € Y. Formdlné

XxY={(zyllreXyeY}.
Mnozinu X XY nazgyvdme kartézskym soucinem mnozin X a'Y.

Definice 2 Relaci na (neprdznijch) mnozindch X a'Y nazjvame libovolnou podmnoZinu
jejich kartéského soucinu R C X x Y.

Pokud dvogice (x,y) ndlezi relaci R, tedy (x,y) € R, lze téZ psdat xRy (misto
R se pak napise znacka pro konkrétni relaci, se kterou pracujeme).

Definice 3 Necht X,Y, 7 jsou (neprdzdné) mnoZiny a RC X xY,SCY x Z
dvé relace. Potom sloZenou relaci R o S rozumime relaci na mnoZindch X a Z
takovou, Ze

(x,z) ERoS < (yeY :(x,y) E RN (y,2) €9) .
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2 Funkce

Definice 4 Funkce z mnoziny X do mnoziny Y je relace f C X XY splnugjici
podminku, Ze pro kazdy prvek x € X ewistuje prdave jeden prvek y € Y takovy, Ze
(z,y) € f.

Funci f 2 X do'Y zapisujeme jako f : X — Y a pouZivime namisto zdpisu
(x,y) € [ tradiéni znaceni f(z) = y.

Slozeni funkci je definovano stejné jako slozeni relaci (staci prevzit definici pro
relace a chépat funkce jako relace), je ale vzité odlisné znaceni. Mame-li funkce
f: X —Yag:Y — Z pak jejich slozenim vznikne funkce h : X — Z pro

kterou h(z) = g(f(z)).
Dilezité (specidlni) druhy funkef:

Definice 5 Funkci f : X — Y nazgvdme
e prostou (injektioni), pokud pro x # x' je vidy f(z) # f(2'),
o funkci na (surjektivni), pokud Yy € Y3z € X : f(x) =y,
e vzdjemné jednoznacnou (bijektivni), jestliZe je prostd i na zdroven.

Tvrzeni 6 Necht X a'Y jsou dve konecné neprdzdné mnoziny a f : X — Y
bijekce. Potom | X| =Y.

Dtikaz: ponechén jako cviceni.

Definice 7 Bijekce f : X — X se tézZ nazyjvd permutace mnoZiny X .



3 Ekvivalence a usporadani

Definice 8 Relace R na mnoziné X (R C X x X) se nazyvd
e reflexivnit, pokud pro kazdé x € X je (x,z) € R,
e symetrickd, pokud kdykoli je (x,y) € R je téZ (y,x) € R,

e antisymetrickd, jestlize pro vSechna x,y € R plati, Ze pokud (z,y) € R a
(y,x) € R, pak x =y,

o tranzitivni, kdyz z (z,y) € R a (y,2) € R vzdy plyne i (x,z) € R.

Definice 9 Rekneme, Ze relace R na mnoziné X je ekvivalence, pokud je refle-
xivni, symetrickd a tranzitivni.

Rekneme, ze relace R na mnoziné X je (¢astecné) uspordddnt, pokud je reflexivnd,
antisymetrickd a tranzitivni. Navic, uspordddni R se nazyvd linedarni uspordddny,
jestlize pro kazdou dvojici (z,y) € X x X je (z,y) € R nebo (y,z) € R.

Definice 10 Je-li R ekvivalence na X a x € X, pak R[z] = {y € X|(z,y) € R}
je (rozkladovd) trida ekvivalence R urcéend prokem x.

Tvrzeni 11 Méjme ekvivalenci R na mnoziné X, potom
1. Vx € X je R[x] # 0,
2. Vz,y € X je bud R[z] = R[y] nebo R[z] N R[y| =0,

3. tridy ekvivalence R tvori rozklad mnoziny X a jednoznacné urcuji ekviva-
lenct R.

Dtukaz: Diky reflexivité je (z,x) € R pro kazdé z € X a tedy = € R[z].

Pro dukaz bodu 2 predpoklddejme, ze R[z] N R[y| # 0 a tedy

dz € X : z € R[z] N R[y], to znamend (z,z) € R a (y,z) € R.

Ze symetrie a (y,z) € R dostdvame (z,y) € R. Déle aplikujeme tranzitivitu na
(x,2) € Ra (z,y) € R, ¢imz dostdvdme (z,y) € R.

Predpokladejme nyni, ze mame prvek w € Rly|. Z definice (y,w) € R a tran-
zitivitou (na dvojice (x,y) a (y,w)) dostavame (x,w) € R. Tedy w € Rz] a
Rly] C R[z].

Pouzitim analogickych argumentu lze téz ziskat R[zx| C Ry] a tedy R[x| = R[y].
Posledni bod snadno nahlédneme s vyuzitim dvou ptredchozich.
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Piiklad: Booleovské usporadani (fadu n) je usporadani mnoziny {1,2,...,n}
pomoci inkluze, B, = ({1,2,...,n}, Q).

Vizualizace ¢asteénych usporadani — Hasseho diagramy:.

1,2 1,2,3
1 1,2 1,3 2,3
1 2
1 2 3
0 X :

Definice 12 Necht R je édstecné uspordddni na mnoziné X, potom
e a € X je minimdlni prvek, jestlize Vx € X : (x,a) € R = x = q,
e b€ X je nejmensi prvek, jestlize Vo € X : (b,x) € R,
e c € X je maximdlni prvek, jestlize Vx € X : (c,x) € R = x = c,

e d € X je nejvétsi pruek, jestlize Vo € X : (z,d) € R.

k-tice proki xi,...xy se nazyvd Tetézec, pokud (x;,x;11) € R pro vsechna
1 = 1....k — 1, velikost nejvétsiho retézce se nazyva délka usporaddni a
znact se w(X, R).

o A C X senazyvd antiretézec, pokud kazdé dva ruzné prvky z A jsou navzdjem
neporovnatelné. Velikost nejvétsiho antoretézce se nazyvd Sirka c¢dst. uspordddni
a znaci se a(X, R).



