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1 Eulerovské grafy

Definice 1 Tah (vg, e1,v1, ..., ek, Ug) S€ nazyvd uzavieny, pokud vy = vy. (Uzavreny)
tah je eulerovsky, pokud obsahuje vsechny hrany grafu a graf je eulerovsky, pokud
md uzavieny eulerovsky tah.

Véta 2 Graf G je eulerovsky prdve tehdy, kdyz kazdy vrchol G md sudy stupen
a G je (az na izolované vrcholy) souvisly.

Dukaz:



Definice 3 Orientovany graf G = (V, E) se sklada z mnoZiny vrchla V- a mnozZiny
(orientovangch) hran E CV x V.

Pro v € V je vstupni stuperi vrcholu deg,, (v) = [{u € V,(u,v) € E}| a
vijstupni stuperi deg,,,(v) = [{u € V, (v,u) € E}|.

Tah v orientovném grafu je posloupnost (vy, ey, vy, €9, Vo, ..., Vk_1, €k, Vk), kde
e = (vi—1,v;) proi=1,2,... .k ae; F#ej proi#j.

Véta 4 Orientovany graf G (bez izolovngch vrcholii) md uzavieny orientovany
tah prochdzejici vsemi hranami pravé tehdy, kdyz G (bez orientace) je souvisly a
pro Yv € V' plati deg,, (v) = deg,,.(v).

Aplikace — problém kotouce Na obvodu kotouce (kruhu) jsou ¢isla 0 a 1 tak,
ze libovolna k-tice po sobé jdoucich ¢isel je zde nejvyse jednou. Jaky je maximalni
obvod kotouc(k) (pocet ¢isel) takového kotouce?

Tvrzeni 5 ProVk € N je kotouc(k) = 2*.

Dikaz: Sestrojme orientovany graf G = (V, E') nasledovne:

Vo= {01}
E = {((xlv' .- axk’—l)a (yla' .- 7yk—1))|wi+1 = Y; P1o 1= 17' . 'ak - 2}

Ukazeme, zZe tento graf ma uzavieny tah prochézejici pres vSechny jeho hrany.

Musime ovérit, ze graf (bez orientace) je souvisly (jednoduché) a pro kazdy

vrchol v € V je deg,, (v) = deg,,,(v). Nahlédneme, ze z vrcholu v = (xy, ..., z51)
vedou pravé dvé hrany — do vrcholu (zo,...,25-1,0) a (29,...,25-1,1) a do v
vedou taktéz dveé hrany — z (0,1, ...,25_2) a (1,21,...,Tg_2).

Nyni uvazme uzavieny tah prochéazejici vsemi hranami grafu. Z ptredchoziho
vime, 7e takovy tah existuje a jeho délka je rovna |E| = 2*. Prochdzime-li podél
tohoto tahy dostavame posloupnost vrcholi délky 2% (je ziejmé, Ze kazdy vr-
chol je podél tohoto tahu navstiven dvakrat) vy, vy, ve,...,vex = vg (poCatecni
vrchol indexuji 0 a nebudu s nim pracovat na zacatku, ale az na konci tahu).
Kazdy z vrcholu je néjaka k-tice bitu a my si pii prochazeni tahu zapiseme vzdy
prvni z nich. Formalné, definujeme posloupnost (%’)?L tak, ze a; = x;,1, kde
v; = (@i1,...,%—1). Diky tomu, Ze prochdzime podél uzavieného tahu délky 2"
dostéavame poslpounost délky 2%, ktera navic (brano cyklicky) obsahuje kazdou
k-tici po sobé nésledujicich ¢isel prave jednou (nebot kazdd hrana je projita pravée
jednou).
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Priklad:
kotouc(2) = 4

kotouc(3) = 8



