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1 Barevnost graf̊u

Definice 1 Obarveńı (k-obarveńı) grafu G = (V,E) je funkce c : V → {1, 2, . . . , k}
taková, že pro ∀e ∈ E, e = {u, v} plat́ı c(u) 6= c(v).

Barevnost grafu G je χ(G) = min{k ∈ N, existuje k-obarveńı G}.

Pozorováńı 2 χ(G) = max{χ(G′), G′ komp. souvislosti G}

Pozorováńı 3 χ(G) = 1⇔ E = ∅

Tvrzeńı 4 G bipartitńı ⇔ χ(G) = 2 ⇔ G neobsahuje lichou kružnici.

Důkaz: Prvńı ekvivalence je zřejmá.
Nav́ıc barevnost liché kružnice je 3 a χ(G) ≥ χ(H) pro H ⊆ G. Na druhou

stranu, nemá-li G lichou kružnici, lze jeho 2-obarveńı nalézt prostým procházeńım
do š́ı̌rky v jednotlivých komponentách souvislosti.
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Definice 5 Klikovost grafu G je ω(G) = max{k ∈ N, Kk ⊆ G}
Nezávislost grafu G je α(G) = max{` ∈ N, K` ⊆ G}

Pozorováńı 6 ω(G) = α(G).

Tvrzeńı 7 Pro každý graf G = (V,E) plat́ı:

1. χ(G) ≤ |V |

2. χ(G) ≥ ω(G)

3. χ(G) · α(G) ≥ |V |

4. χ(G) + α(G) ≤ |V |+ 1

Důkaz:
1.: Prosté zobrazeńı c : V → {1, 2, . . . , |V |} je korektńı obarveńı G.

2.: Kombinaćı χ(Kn) = n a χ(H) ≤ χ(G) pro H ⊆ G.

3.: Uvažme obarveńı G pomoćı χ(G) barev. Každá tř́ıda barevnosti (množina
vrchol̊u obarvených stejnou barvou) tvoř́ı nezávislou množinu a tedy jej́ı velikost
je nejvýše α(G).

4.: Pro maximálńı nezávislou množinu A v grafu G definujme obarveńı cA takové,
že c(v) = 1 pro v ∈ A a c : V \ A → {2, 3, . . . , |V | − |A| + 1} je prosté. Takto
definované obarveńı je korektńı obarveńı grafu G a tedy χ(G) ≤ |V | − |A|+ 1 =
|V | − α(G) + 1.
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Definice 8 Graf G je d-degenerovaný pokud pro ∀H ⊆ G existuje v ∈ V (H)
takový, že degH(v) ≤ d .

Tvrzeńı 9 Je-li graf G d-degenerovaný, je χ(G) ≤ d+ 1.

Důkaz: Postupujeme matematickou indukćı dle počtu vrchol̊u grafu G = (V,E).
Pro |V | ≤ d+ 1 je tvrzeńı zřejmé.

Dále, nebot’ G je d-degenerovaný, obsahuje vrchol v stupně deg(v) ≤ d. Graf
G \ v je také d-degenerovaný, má méně vrchol̊u a tedy lze aplikovat indukčńı
předpoklad. Uvažme obarveńı c grafu G\v pomoćı d+1 barev. Definujme obarveńı
c′ grafu G následovně: pro u ∈ V, u 6= v bude c′(u) = c(u). Protože deg(v) ≤ d
existuje barva i ∈ {1, 2, . . . , d + 1} kterou nemá žádný ze soused̊u v. Polož́ıme-li
c′(v) = i, je c′ korektńı obarveńı grafu G pomoćı d+ 1 barev.
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Problém čtyř barev: Je-li graf G roviný, potom χ(G) ≤ 4.

Důsledek 10 Je-li graf G roviný, pak χ(G) ≤ 6.



Věta 11 Je-li graf G roviný, pak χ(G) ≤ 5.

Důkaz 1: Postupujme opět matematickou indukćı dle počtu vrchol̊u. Pro |V | ≤ 5
je tvrzeńı zřejmé. Mějme tedy |V | = n ≥ 6 a předpokládejme platnost tvrzeńı
pro roviné grafy s n− 1 vrcholy.

Protože G je roviný, existuje v ∈ V, deg(v) ≤ 5. Z indukčńıho předpokladu
plyne, že existuje c obarveńı grafu G \ v pomoćı pěti barev. Je-li deg(v) ≤ 4,
dobarv́ıme vrchol v barvou, kterou nepouž́ıvá žádný z jeho soused̊u. Podobně
lze obarveńı rozš́ı̌rit i v př́ıpadě, že deg(v) = 5, ale obarveńı c přǐradilo dvěma
soused̊um v stejnou barvu.

Zbývá dořešit př́ıpad, kdy deg(v) = 5 a sousedé vrcholu v maj́ı r̊uzné barvy.
Předpokládejme, že N(v) = {v1, v2, v3, v4, v5} v cyklickém uspořádáńı a c(vi) = i.
Definujme Vi = {u ∈ V \ v, c(u) = i}.

Pokud v grafu G1 = G[V1 ∪ V3] jsou vrcholy v1 a v3 v r̊uzných komponentách
souvislosti, uvažme U množinu vrchol̊u G1 v komponentě spolu s v1 a definujme
c′(u) = (u) pro u 6∈ U a c′(u) = 4− c(u) pro u ∈ U . Potom c′(v1) = c′(v3) = 3 a
obarveńı lze rozš́ı̌rit na vrchol v.

Podobně, pokud v grafu G2 = G[V2 ∪ V4] jsou vrcholy v2 a v4 v r̊uzných
komponentách, bud’ U množina vrchol̊u G2 v komponentě s v2 a c′′(u) = (u) pro
u 6∈ U a c′′(u) = 6 − c(u) pro u ∈ U . Potom c′(v2) = c′(v4) = 4 a obarveńı lze
rozš́ı̌rit na vrchol v.

Pokud ani jedno neńı možné, znamená to, že vrcholy v1 a v3 jsou spojeny
cestou pož́ıvaj́ıćı pouze vrcholy obarvené 1, 3 a vrcholy v2 a v4 cestou s barvami
2, 4. Protože G je roviný, muśı mı́t tyto dvě cesty společný vrchol, jehož barva
padne do množiny {1, 3} ∩ {2, 4} = ∅, spor.
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Věta 12 (Apel, Haken 1976) Je-li G roviný, pak χ(G) ≤ 4.

Důkaz byl zjednodušen Roberts, Seymour, Thomas 1995, přesto z̊ustává hodně
komplikovaný a je částečně řešen poč́ıtačem.


