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Motivace

Jaká je velikost sjednoceńı v́ıce množin, známe-li jejich pr̊uniky?

Jednoduchý p̌ŕıklad: |A ∪ B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|

Př́ıklad: Kolik z č́ısel 1, 2, . . . , 30 je dělitelných některým č́ıslem z 2, 3, 5?

Řešeńı: Č́ısel dělitelných 2 bude ⌊30/2⌋ = 15, dělitelných 3 ⌊30/3⌋ = 10 a dělitelných
5 ⌊30/5⌋ = 6. Dohromady 15 + 10 + 6 = 31, to ne!
Č́ısla dělitelná dvěmi z 2, 3, 5 jsme ale poč́ıtali dvakrát, je tedy ťreba je odeč́ıst. To se
týká č́ısel dělitelných 2 · 3 = 6, těch je ⌊30/6⌋ = 5, dále je ťreba odeč́ıst č́ısla dělitelná
2 · 5 = 10, kterých je ⌊30/10⌋ = 3, a 3 · 5 = 15, kterých je ⌊30/15⌋ = 2.
Nakonec č́ısla dělitelná všemi ťremi, ta byla ťrikrát p̌ričtena a ťrikrát odečtena.
Přičteme je tedy ještě jednou. Ve skutečnosti jde pouze o jedno č́ıslo, nebot’

⌊30/(2 · 3 · 5)⌋ = 1.
Celkem nám tedy vyjde, že č́ısly 2, 3, 5 je dělitelných 15 + 10 + 6− 5− 3− 2 + 1 = 22
z č́ısel 1, 2, . . . , 30.



Tvrzeńı

Věta (PIE)
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Důkaz mat. indukćı
Důkaz: Snadno nahlédneme platnost tvrzeńı pro n = 1, 2(, 3). Budeme tedy dokazovat
indukčńı krok.∣∣∣∣∣
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Prvńı člen na pravé straně rozvedeme z indukčńıho p̌redpokladu. Posledńı člen nejprve
uprav́ıme pomoćı vztahu (
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Důkaz mat. indukćı

Můžeme dosadit∣∣∣∣∣
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∅≠I⊆[n+1]

(−1)|I |+1

∣∣∣∣∣⋂
i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ .
□



Připomenut́ı

Pro druhou verzi důkazu si vybereme tuto variantu tvrzeńı:

Věta (PIE)

Necht’ A1,A2, . . . ,An jsou konečné množiny. Potom∣∣∣∣∣
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Důkaz poč́ıtaćı

Důkaz:
Vezměme si nějaké x ∈

⋃n
i=1 Ai a položme J = {i ∈ [n], x ∈ Ai} a označme j = |J|.

Je jasné, že na levé straně je x započteno jednou.
Na pravé straně se objev́ı právě v těch pr̊unićıch

⋂
i∈I Ai kde I ⊆ J.

Postupujme dle mohutnosti I :

▶ existuje právě j 1-prvkových indexových podmnožin obsažených v J,

▶
(j
2

)
2-prvkových atd..

▶ . . .

▶ Obecně se x objev́ı v
(j
i

)
(pro i ≤ j) pr̊unićıch i množin na pravé straně.

Jelikož pr̊uniky se sudými indexovými množinami se započ́ıtávaj́ı se znaménkem ḿınus,
je na pravé straně celkem(j
1

)
−
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2

)
+ . . .+ (−1)j+1
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j
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= 1− (1− 1)j = 1 krát.

□


