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1 Princip inkluze a exkluze

Jednoduchy ptiklad |[AU B| = |A| + |B| — |[AN B|
Jaka je velikost sjednoceni vice mnozin, zname-li jejich pruniky?
Priklad: Kolik z ¢isel 1,2, ...,30 je délitelnych nékterym cislem z 2, 3,57

Reseni: Cisel délitelnych 2 bude [30/2] = 15, délitelnych 3 |30/3] = 10 a
délitelnych 5 [30/5] = 6. Cisla délitelnd dvemi z 2,3, 5 jsme ale pocitali dvakrat,
je tedy tieba je odecist. To se tyka ¢isel délitelnych 2 -3 = 6, téch je |30/6] = 5,
déle je tteba odecist ¢isla délitelnd 2-5 = 10, kterych je |30/10] = 3, a 3-5 = 15,
kterych je |30/15| = 2. Nakonec ¢isla délitelnd vSemi tfemi byla tfikrat prictena
a trikrat odectena. Pricteme je tedy jesté jednou. Ve skutecnosti jde pouze o
jedno ¢&islo, nebot [30/(2-3-5)] = 1. Celkem ndm tedy vyjde, ze ¢isly 2,3,5 je
deélitelnych 15+ 10+6 —5—3—2+1 =22z ¢isel 1,2,...,30.
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Véta 1 (PIE) Necht Ay, As, ..., A, jsou konecéné mnoZiny. Potom

= |A|+ Ao+ .. JAu] — A1 N As| — ... — A1 N AL +

AN AN As|+ ...+ (=1)"THA N AN ... NA,| =

- Zn:(—l)k+1 > m]Ai 20; ](—1)|I|+1 QAi

k=1 1e(t)

Dikaz: Tvrzeni dokazeme matematickou indukci. Snadno nahlédneme platnost
tvrzeni pro n = 1, 2, 3. Budeme tedy dokazovat indukéni krok.
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Prvni ¢len na pravé strané rozvedeme z indukéniho predpokladu. Posledni
¢len nejprve upravime (Ui, 4;) N Apir = Ui, (AN A,41) a opét pouzijeme
indukéni predpoklad. Tim dostavame
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Muzeme dosadit
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Dikaz jinym zptsobem: Vezméme si néjaké v € U | A; a polozme J =
{i € [n],x € A;} a oznacme j = |J|. Je jasné, ze na levé strané je x zapocteno
jednou. Na pravé strané se objevi pravé v téch prunicich Ny A; kde I C J. Po-
stupujme dle mohutnosti I: existuje pravé j 1-prvkovych indexovych podmnozin
obsazenych v J, (;) 2-prvkovych atd.. Obecné se = objevi v (z) (pro i < j)
prunicich na pravé strané. Jelikoz pruniky se sudymi indexovymi mnozinami se
zapocitavaji se znaménkem minus, je na pravé strané celkem ({) — (;) 4+ ...+
(~1p() =1~ [ - ({)(—1)%} —1-(1-1) =1 krét.
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2 Aplikace — problém satnarky

Do klubu prichazeji vecer panové a kazdy z nich si v Satné odlozi klobouk.
Satnéika je vSak roztrzitd a nepamatuje si, ktery klobouk komu patii. Rozdava
je tedy panum pri odchodu zcela ndhodné. Jaka je pravdépodobnost, ze zadny z
panu nedostane zpét svuj klobouk?
Rozdéni klobouku je vlastné permutace, ptame se tedy na to, jaka je pravdépodobnost,

ze nadhodné zvolena permutace nemd pevny bod (tj. i takové, ze w(i) = 1).
Oznacme
§(n) = pocet permutaci bez pevného bodu na mnoziné {1,2,...,n}

Potom hledand pravdépodobnost bude §(n)/n!.
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Tvrzeni 2 Pron > 1 je §(n) =nl(1 — § +
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Dukaz: Oznacme F; = {7 € S,,n(i) = i}, potom §(n) = |5, \ UL, F;| =
n! — | U, Fi|. Pro vypocet | U, F;| pouzijeme PIE.

Nejprve si urc¢ime | Nie; Fi|. Snadno nahlédneme, ze prvky N;e;F; jsou prave
ty permutacer € S, pro které w(i) =i pro Vi € I. Proto | Nies Fi| = (n — |I|)\.
Lze tedy pocitat
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Disledek 3 Pravdépodobnost, Ze Zdadny z pdni nedostane zpét svij klobouk se
blizi 1/e = 0.368787 . . ..

Diukaz: p = S(n)
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3 Aplikace jina — pocet surjekci

Véta 4 Necht X,Y jsou koneéné mnoziny, | X| = n,|[Y| =m an > m > 0.
Potom pocet zobrazeni f mnoZiny X na mnozinu Y je ZZL:O(—l)k(T:) (m — k)"
Dikaz: Pocet vsech funkci z X do Y je m™.

Dale si oznacime prvky mnoziny Y jako y1,ys, ..., yn a definujeme mnoziny
FF={f:X—Y| AreX: f(x)=y} proi=1,2,...,m.

Pak mnozina |J*, F; je pravé mnozina funkef které nejsou surjektivni a jeji
mohutnost sta¢i odecist od poctu vSech funkei. Mohutnost této mnoziny spocteme
s pouzitim principu inkluze a exkluze

Us = Y0 Y A
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Pocet surjekei je pak

Vyslednou sumu stac¢i pocitat jen do kK = m —1, pro k = m je s¢itanec nulovy.
Na rozdil od pocitani prostych funkci je zde tfeba mit podminku na mohutnost
mnozin, nebot pro |Y| > | X| neexistuje surjektivni funkce, ale vyraz muze byt
nenulovy.



4 Aplikace posledni — Eulerova funkce
Definice 5 ¢(n) = pocet ¢isel 2 1,2,....,n nesoudélnych s n

Tvrzeni 6 At n=p{ -p5?-...-p* je proociselny rozklad (tj. p1,ps, ..., px ruznd
prvocisla, e; > 1). Potom p(n ) =n(l— —)(1 - —) (1= pik)

Dukaz: Pro ¢ = 1,2,...,k definuyjme A; = {a € {1,2,...,n}.p;\a}. Potom

ziejme Ule A; je mnozina vSech ¢isel z 1,2,...,n soudélnych s n. Tedy ¢(n) =
n—| UL Al
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Poznamka 7
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Alternationi dukaz pak mizZe jit ndsledujicim zpusobem.
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1o k=1:9(p) =p°—p

2. k>2:0(r-s)=@(r)- @(s) pror,s nesoudélné



