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1 Funkce a množiny

Tvrzeńı 1 Jsou-li X, Y konečné neprázdné množiny, |X| = n, |Y | = m, pak
počet funkćı f : X → Y je mn.

Důkaz: X = {1, 2, . . . , n}

f(1) . . . m možnost́ı

f(2) . . . m možnost́ı
...

f(n) . . . m možnost́ı

celkem m ·m · . . . ·m = mn možnost́ı

Formálně – matematickou indukćı dle n:
(i) n = 0, 1 OK
(ii) n→ n+ 1

počet zobr. f : {1, 2, . . . , n, n+ 1} → Y =

(počet zobr. f : {1, 2, . . . , n} → Y ) ·m =

mn ·m = mn+1 .

�



Tvrzeńı 2 Jsou-li X, Y konečné neprázdné množiny, |X| = n, |Y | = m, pak
počet prostých funkćı f : X → Y je

m(m− 1) . . . (m− n+ 1) =
n−1∏
i=0

(m− i) .

Důkaz: X = {1, 2, . . . , n}

f(1) . . . m možnost́ı

f(2) . . . m− 1 možnost́ı
...

f(n) . . . m− (n− 1) možnost́ı

celkem m · (m− 1) · . . . · (m− n+ 1) možnost́ı

�

Poznámka 3 Předchoźı tvrzeńı plat́ı i pro př́ıpad m < n, kdy vyjde 0.



Tvrzeńı 4 Počet podmnožin (konečné) n-prvkové množiny X je roven 2n.

Důkaz: Matematickou indukćı dle n:
(i) n = 0, 1 OK
(ii) n→ n+ 1 fixujme libovolný prvek x ∈ X, X ′ = X \ {x}
dle ind. předpokladu je |2X′ | = 2n, podmnožiny X rozděĺıme na dvě skupiny

Y ⊆ X : x 6∈ Y, Y ⊆ X ′, počet je 2n

x ∈ Y, Y \ {x} ⊆ X ′, počet je 2n

a tedy |2X | = 2n + 2n = 2n+1.
�

Tvrzeńı 5 Počet podmnožin (konečné) neprázdné n-prvkové množiny X takových,
že jejich velikost je sudá (lichá) je roven 2n−1.

Důkaz: fixujme libovolný prvek x ∈ X, X ′ = X \ {x}, potom |2X′ | = 2n−1

S(X) = {Y ⊆ X, |Y | sudá}
definujme f : S → 2X′

tak, že f(Y ) = Y \ {x}, dokážeme, že f je bijekce
prostá – sporem:

Y1, Y2 ∈ S, Y1 6= Y2, ale f(Y1) = f(Y2) pak se ale obě podmnožiny lǐśı právě
jenom v prvku x a tedy jejich velikost se lǐśı o 1, jedna má velikost sudou, druhá
lichou, což je spor!
na

Y ′ ⊆ X ′

|Y ′| sudá: f(Y ′) = Y ′

lichá: f(Y ′ ∪ {x}) = Y ′

Protože f je bijekce, plat́ı |S| = |2X′ | = 2n−1.
Pro liché podmnožiny: 2n − 2n−1 = 2n−1.

�



2 Permutace

Definice 6 Je-li X (konečná) množina, pak bijekce π : X → X se nazývá per-
mutace množiny X.

Značeńı {1, 2, . . . , n} = [n]
Sn = {π permutace [n]} označuje množinu všech permutaćı na n prvćıch

Zápis permutaćı n = 6

1. π(1) = 3, π(2) = 4, π(3) = 6, π(4) = 2, π(5) = 5, π(6) = 1

2.

(
1 2 3 4 5 6
3 4 6 2 5 1

)
, zkráceně (346251)

3. obrázkovým diagramem

4. popis cykl̊u (136)(24)(5)

Definice 7 Je-li π ∈ Sn, pak (x1, x2, . . . , xk) je cyklus délky k pokud xi ∈ [n],
xi 6= xj pro i 6= j, π(xi) = xi+1 pro i = 1, 2, . . . , k − 1 a π(xk) = x1.

Pozorováńı 8 |Sn| =
∏n

i=1 i = n! (pro úplnost dodefinujme 0! = 1)



3 Binomické koeficienty

Definice 9 Pro k, n celá nezáporná č́ısla, k ≤ n, je binomický koeficient (kom-
binačńı č́ıslo) (

n

k

)
=
n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)

k · (k − 1) · . . . · 1
=

n!

k!(n− k)!
.

Tvrzeńı 10 Je-li X n-prvková množina a k celé nezáporné č́ıslo, k ≤ n, potom
počet k-prvkových podmnožin X je roven č́ıslu

(
n
k

)
.

Důkaz: Nejprve urč́ıme počet uspořádaných k-tic z n-prvkové množiny. Těch je
n(n− 1) . . . (n− k + 1). Uváž́ıme-li k-prvkovou podmnožinu, lze ji uspořádat k!
zp̊usoby na uspořádanou k-tici. Počet k-prvkových podmnožin je tedy

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!
=

(
n

k

)
.

�

Poznámka 11 Množinu všech k-prvkových podmnožin množiny X znač́ıme
(
X
k

)
,

tedy |
(
X
k

)
| =

(|X|
k

)
.

Důsledek 12
n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n .

Pozorováńı 13 Pro přirozená č́ısla n ≥ k plat́ı

1.
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
2.
(
n
k

)
= n

k

(
n−1
k−1

)
3.
(
n
k

)
=
(
n−1
k

)
+
(
n−1
k−1

)
Důkaz: plyne př́ımo z definice binomických koeficient̊u

bod 3. má též zaj́ımavou kombinatorickou interpretaci:
|X| = n, fixujme libovolný x ∈ X. Je-li A k-prvková podmnožina X, pak

nastane právě jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

(i) x ∈ A, A \ {x} je (k − 1)-prvková podmnožina X \ {x}, těch je
(
n−1
k−1

)
(ii) x 6∈ A, A je k-prvková podmnožina X \ {x}, těch je

(
n−1
k

)
�



4 Binomická věta

Věta 14 (Binomická věta) Je-li n celé nezáporné č́ıslo, potom

(1 + x)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk .

Důkaz: Postupujeme matematickou indukćı.
(i) n = 0: (1 + x)0 = 1 =

(
0
0

)
x0

n = 1: (1 + x)1 = 1 + x =
(
1
0

)
x0 +

(
1
1

)
x1

(ii) Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro n ≥ 1, chceme ho dokázat pro n+ 1.

(1 + x)n+1 = (1 + x)(1 + x)n = (1 + x)

(
n∑

k=0

(
n

k

)
xk

)
=

=

(
n∑

k=0

(
n

k

)
xk

)
+ x

(
n∑

k=0

(
n

k

)
xk

)
=

=

(
n∑

k=0

(
n

k

)
xk

)
+

(
n∑

k=0

(
n

k

)
xk+1

)
=

=

(
n∑

k=0

(
n

k

)
xk

)
+

(
n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
xk

)
=

=

(
n

0

)
x0 +

n∑
k=1

((
n

k

)
+

(
n

k − 1

))
xk +

(
n

n

)
xn+1 =

=

(
n+ 1

0

)
x0 +

n∑
k=1

(
n+ 1

k

)
xk +

(
n+ 1

n+ 1

)
xn+1 =

=
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
xk .

Při úpravách jsme použili vztahy 1 =
(
n
0

)
=
(
n+1
0

)
=
(
n
n

)
=
(
n+1
n+1

)
a vzorec(

n
k

)
+
(

n
k−1

)
=
(
n+1
k

)
.
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Př́ıklad: Je jasné, že (1 + 1)n = 2n, spočtěme tento výraz také podle binomické
věty

(1 + 1)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
=

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ . . .+

(
n

n

)
.

Podobně, nulu můžeme napsat jako

(1− 1)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
(−1)i =

(
n

0

)
−
(
n

1

)
+

(
n

2

)
− . . .+ (−1)n

(
n

n

)
.

Sečteme-li tyto dva výrazy, máme

2n = 2

(
n

0

)
+ 0

(
n

1

)
+ 2

(
n

2

)
+ . . . ,

což, po vyděleńı dvěma, lze interpretovat jako: Počet podmnožin (n-prvkové
množiny) sudé velikosti je 2n−1.

Důsledek 15

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xn−kyk .

Věta 16 (Multinomická) Je-li n celé nezáporné č́ıslo, potom

(x1 + x2 + . . .+ xp)
n =

∑
k1, k2, . . . , kp ∈ Z+

0

k1 + k2 + . . .+ kp = n

(
n

k1, k2, . . . , kp

)
xk11 x

k2
2 . . . xkpp ,

kde
(

n
k1,k2,...,kp

)
= n!

k1!k2!...kp!
se nazývá multinomický koeficient.

Poznámka 17
(
n
k

)
=
(

n
k,n−k

)
.


