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1 Roviné grafy

Definice 1 Obloukem budeme nazyjvat mnozinu (obor) hodnot prosté a spojité
funkce ¢ : [0,1] — R2.

Roviné nakresleni grafu G = (V, E) je (dvojice) zobrazeni f : V — R?, f :
E — {oblouky} takové, ze f(u) # f(v) prou,v € V,u # v, proVe € E,e = {u,v}
je {f(e)(0), fle)(1)} = {f(u), f(v)} aproee € E,e # € aVs,t €(0,1) je
fle)(s) # f(e)().

Graf G je roving, pokud md roviné nakreslent.

Priklad: Stromy, kruznice jsou roviné grafy.
Roviné nakresleni neni jednoznacné

Véta 2 (pro zajimavost) Libovolny roving graf lze nakreslit do roviny tak Ze
vsechny oblouky odpovidagjici hranam jsou tusecky.

Poznamka 3 Grafy lze kreslit i na jiné plochy (torus, Mobiuv list, ...)

Poznamka 4 Kresleni na sféru a do roviny si jednoznacéné odpovidd — stereogra-
ficka projekce.



Definice 5 Stény roviného nakreslent grafu jsou mazimdlni souvislé oblasti (kom-
ponenty) R?\ X, kde X jsou vsechny body nakresleni grafu (vrcholy a body ob-
louk).

Pozorovani 6 VZdy je jedna sténa neomezend, tzv. vnéjsi sténa.

Definice 7 Topologickd kruznice je mnozina obrazi spojité funkce o : [0,1] — R?
takové, Ze pror < s je o(r) = @(s) prdavé tehdy, kdyz r =0,s = 1.

Véta 8 (Jordanova véta o kruznici) Topologickd kruznice déli rovinu na dvé
casti.

Pozorovani 9 Hranice stény nemusi byt topologickd kruznice (ani kruznice v
grafu).

Tvrzeni 10 Je-li G 2-souvisly roviny graf, potom je hranice kazZdé stény topolo-
gickd kruznice.

Dikaz: Pro danou sténu roviného nakresleni grafu G uvazme uzavieny sled
obchézejici sténu (praveé jednou dokola). Jestlize se néktery vrchol grafu vyskytne
v tomto sledu dvakrat, pak je zfejmé, zZe po jeho odebrani vzniknou alespon dveé
komponenty souvislosti. To neni mozné, nebot graf G je 2-souvisly.

7 toho plyne, ze se zadny vrchol na sledu neopakuje a tedy se jedna o kruznici
v grafu. Body roviného nakresleni kruznice potom tvoii topologickou kruznici v
roviné.

O



Véta 11 Bud G = (V, E) souvisly roving graf a oznacme s pocet stén (néjakého)
roviného nakresleni G. Potom |V| — |E| + s = 2.

Dtikaz: Protoze graf G je souvisly, méd néjakou kostru. V diukaze postupujme
matematickou indukei podle po¢tu hran G mimo libovolnou (ale pevné zvolenou)
kostru. Jelikoz kostra ma |V| — 1 hran, je toto ¢islo rovno |E| — (|]V]—1) > 0.

Je-li G strom, tento pocet hran mimo kostru je nula. Navic ma kazdé jeho
nakresleni jednu sténu a vzorec plati.

Pokud G nenf strom (ale je souvisly), existuje hrana e € E takova, ze G \ e
je souvisly (staci zvolit e mimo vybranou kostru). Podle indukéniho predpokladu
V|—(|E|—1)+s(G\e) = 2. Pfidanim hrany e zpét do grafu rozdélime jednu sténu
na dvé nové, tedy s = s(G'\e)+1. Z toho |V|—|E|+s = |V|—|E|+(s(G\e)+1) =
V= (E]—1)+s(G\e) =2 .

Tvrzeni 12 (maximalni pocet hran roviného grafu) Je-li G = (V, E) ro-
ving a |V| > 3, potom

1. |E| <3[V|—6,

2. navic, pokud K3 € G, pak |E| < 2|V| — 4.

Dikaz: Ozna¢me deg(F') pocet hran na hranici stény F' (po¢itdno s ndsobnosti).
Neobsahuje-li G izolované vrcholy a je-li |V| > 3, pak je deg(F') > 3 pro kazdou
sténu grafu (resp. deg(F') > 4, neobsahuje-li graf trojihelnik).

Podobné jako pro stupné vrcholu, i zde plati ) . deg(F) = 2|E|. Je-li pocet
stén roviného nakresleni G roven s, dostavame 2|E| = ) . deg(F) > 3s (resp.
2|E| > 4s).

V kombinaci s Eulerovou formuli tedy (dosadime za s odhad z pfedchoziho
vzorce) |V|—|E|+2|E| > 2 (vesp. |V|—|E|+2|E| > 2). Upravujeme |V|—|E|/3 >
2 (resp. |V| —|E|/2 > 2) a dostavame 3|V| — 6 > |E| (resp. 2|V | —4 > |E)).
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Disledek 13 Kazdy roving graf obsahuje vrchol stupné nejuyse 5. Navic, neobsahuje-
li roviny graf trojuhelnik, potom md vrchol stupné nejvyse 3.

Dusledek 14 Grafy Ky ani Ks3 nejsou roviné (a tedy ani jejich déleni).



Véta 15 (Kuratowski) Graf G je roving prdvé tehdy, kdyz G neobsahuje délent
K5 ant K33 jako podgraf.

Definice 16 Méjme roviné nakreslent grafu G = (V, E), dudlni graf G* = ({F4, ... Fs}, E*)
je takovy, ze {F;, F;} € E* prdvé tehdy, kdyz stény F; a F; magi spolecnou hranu

na svoji hranici.

Piiklad: (K,)* = K,

Pozorovani 17 Dudlni graf roviného graf je roviny.

Pozorovani 18 Pripustime-li smycky a ndsobné hrany, pak |E(G)| = |E(G*)| a
(G*)* =2 G.



