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Rovinné grafy

Definice

Obloukem budeme nazyvat mnoZinu (obor) hodnot prosté a spojité funkce
¢ :[0,1] — R

rovinné nakresleni grafu G = (V, E) je (dvojice) zobrazeni f : V — R?,

f : E — {oblouky} takové, Ze f(u) # f(v) prou,v € V,u # v,
proVe € E, e ={u,v} je {f(e)(0), f(e)(1)} = {f(u), f(v)}
aproVe, e € E;e# € aVs,t € (0,1) je f(e)(s) # f(e)(t).
Graf G je rovinny, pokud ma rovinné nakresleni.
P¥iklad:

» stromy, kruZnice jsou rovinné grafy

» rovinné nakresleni neni jednoznaéné



Rovinné grafy

Véta (pro zajimavost)
Libovolny rovinny graf Ize nakreslit do rovinny tak Ze vsechny oblouky odpovidajici
hranam jsou dsecky.

Poznamka
Grafy Ize kreslit i na jiné plochy (torus, Mébiav list, ...)

Poznamka
Kresleni na sféru a do rovinny si jednoznaéné odpovida — stereograficka projekce.



Stény nakresleni

Definice
Stény rovinného nakresleni grafu jsou maximaini souvislé oblasti (komponenty) R? \ X,
kde X jsou vsechny body nakresleni grafu (vrcholy a body obloukii).

Pozorovani
VZdy je jedna sténa neomezend, tzv. vnéjsi sténa.

Definice

Topologicka kruZnice je mnoZina obrazii spojité funkce ¢ : [0,1] — R? takové, Ze pro
r <s jeyp(r) = ¢(s) pravé tehdy, kdyZ? r =0,s = 1.

Véta (Jordanova véta o kruznici)

Topologicka kruZnice déli rovinnu na dvé &asti.

Pozorovani
Hranice stény nemusi byt topologicka kruZnice (ani kruZnice v grafu).



Eulerova formule

Véta

Bud G = (V, E) souvisly rovinny graf a oznaéme s polet stén (né&jakého) rovinného
nakresleni G. Potom |V| — |E| + s = 2.

Dukaz: Protoze graf G je souvisly, ma n&jakou kostru. V diikaze postupujme
matematickou indukci podle po&tu hran G mimo libovolnou (ale pevné& zvolenou)
kostru. JelikoZ kostra ma |V/| — 1 hran, je toto &islo rovno |E| — (|]V| —1) > 0.

Je-li G strom, tento pocet hran mimo kostru je nula. Navic ma kaZdé jeho nakresleni
jednu sténu a vzorec plati.

Pokud G neni strom (ale je souvisly), existuje hrana e € E takovd, Ze G \ e je souvisly
(sta&i zvolit e mimo vybranou kostru). Podle indukéniho predpokladu

[VI—(|E] — 1) + s(G \ e€) = 2. P¥idanim hrany e zp&t do grafu rozd&lime jednu st&nu
na dv& nové, tedy s = s(G \ e) + 1. Z toho

VI |E|+s=|VI-|E|+(s(G\e)+1) = V|- (JE[ -1) + (G \ e) =2.



Maximalni poet hran rovinného grafu

Tvrzeni
Je-li G = (V, E) rovinny a |V| > 3, potom
1. |E| <3|V|—86,
2. navic, pokud K3 Z G, pak |E| <2|V|— 4.

Diikaz: Ozname deg(F) potet hran na hranici stény F (pot&itdno s ndsobnosti).
Neobsahuje-li G izolované vrcholy a je-li |V| > 3, pak je deg(F) > 3 pro kaZdou st&nu
grafu (resp. deg(F) > 4, neobsahuje-li graf trojihelnik).

Podobng jako pro stupn& vrchold, i zde plati ) deg(F) = 2|E|. Je-li polet st&n
rovinného nakresleni G roven s, dostdvame 2|E| = ) deg(F) > 3s (resp. 2|E| > 4s).
V kombinaci s Eulerovou formuli tedy (dosadime za s odhad z p¥edchoziho vzorce)
|V|—|E|+ 3|E| > 2 (resp. |V| — |E| 4+ 2|E| > 2). Upravujeme |V| — |E|/3 > 2 (resp.
|V| —|E|/2 > 2) a dostavame 3|V| — 6 > |E]| (resp. 2|V| — 4 > |E]).



Disledky

Tvrzeni
Je-li G = (V, E) rovinny a |V| > 3, potom
1. |E| <3|V| -6,
2. navic, pokud K3 Z G, pak |E| <2|V|— 4.

Disledek
KaZdy rovinny graf obsahuje vrchol stupné nejvyse 5. Navic, neobsahuje-Ii rovinny graf
trojuhelnik, potom ma vrchol stupné nejvyse 3.

Diusledek
Grafy Ks ani K33 nejsou rovinné (a tedy ani jejich déleni).

Véta (Kuratowski)
Graf G je rovinny pravé tehdy, kdyZ G neobsahuje déleni Ks ani K3 3 jako podgraf.



Dualni graf

Definice

Mé&jme rovinné nakresleni grafu G = (V, E), dudini graf G* = ({F1,... Fs}, E*) je
takovy, Ze {F;, Fj} € E* prdvé tehdy, kdyZ stény F; a F; maji spole¢nou hranu na svoji
hranici.

Priklad: (K4)* = K,

Pozorovani
Dualni graf rovinného graf je rovinny.

Pozorovani
Ptipustime-li smy&ky a ndsobné hrany, pak |E(G)| = |E(G*)| a (G*)* = G.



