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Kombinatorika pro bioinformatiky (NDMI089)
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Pravděpodobnostńı prostory

Definice
Konečný pravděpodobnostńı prostor je trojice (Ω,F ,P), kde Ω je konečná množina,
F = 2Ω a P : F 7→ [0, 1] splňuj́ıćı pro každou A ⊆ Ω

P(A) =
∑
ω∈Ω

P({ω})

a P(Ω) = 1.

Př́ıklady pravděpodobnostńıch prostor̊u:
Hod (spravedlivou) minćı: Ω = {R, L}, P(R) = P(L) = 1

2 .
Hod kostkou: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, P(k) = 1

6 pro k = 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Opakovaný hod minćı: Ω = {R, L}n, P(ω) = 1

2n pro ∀ω ∈ {R, L}n.
Náhodná permutace: Ω = Sn, P(π) =

1
n! pro všechny π ∈ Sn.



Pravděpodobnostńı prostory

Definice
Pravděpodonostńı prostor (Ω, 2Ω,P) se nazývá uniformńı (též klasický)

pravděpodobnostńı prostor, pokud P(A) = |A|
|Ω| pro všechny jevy A ⊆ Ω.

Definice
Součin pravděpodobnostńıch prostor̊u (Ω1, 2

Ω1 ,P1) a (Ω2, 2
Ω2 ,P2) je prostor

(Ω, 2Ω,P), kde Ω = Ω1 × Ω2 a pro A ⊆ Ω je

P(A) =
∑

(ω1,ω2)∈A

P1({ω1}) · P2({ω2}) .



Podḿıněná pravděpodobnost

Definice
Jevy A a B se nazývaj́ı nezávislé, pokud P(A ∩ B) = P(A) · P(B). Obecně, jevy
A1,A2, . . . ,An jsou nezávislé, pokud pro každou (neprázdnou) podmnožinu
I ⊆ {1, 2, . . . , n} plat́ı P(

⋂
i∈I Ai ) =

∏
i∈I P(Ai ).

Definice
Podḿıněná pravděpodobnost jevu A za p̌redpokladu, že nastal jev B, se definuje jako

P(A|B) = P(A ∩ B)

P(B)

(je def. pouze pro P(B) > 0).

Pozorováńı
Jsou-li jevy A,B nezávislé a P(B) > 0, pak P(A|B) = P(A∩B)

P(B) = P(A)P(B)
P(B) = P(A). A

naopak, pokud P(A|B) = P(A), jedná se o nezávislé jevy.



Věta o úplné pravděpodobnosti

Věta
Necht’ A je nějaký jev a B1, . . . ,Bn jsou disjunktńı jevy pokrývaj́ıćı celé Ω, nav́ıc
P(Bi ) > 0 pro i = 1, . . . , n. Pak

P(A) =
n∑

i=1

P(A|Bi ) · P(Bi ) .

Důkaz: Protože jevy B1, . . . ,Bn pokrývaj́ı Ω, plat́ı pro každé A

A =
n⋃

i=1

(A ∩ Bi ) .

Z jejich disjunktnosti plyne, že i členy A ∩ Bi jsou disjunktńı a tedy
P(A) =

∑n
i=1 P(A ∩ Bi ), což dále upravujeme s využit́ım vztahu

P(A ∩ Bi ) = P(A|Bi ) · P(Bi ) .

A dotáváme

P(A) =
n∑

i=1

P(A ∩ Bi ) =
n∑

i=1

P(A|Bi ) · P(Bi ) .



Bayesova věta

Věta
Necht’ A je nějaký jev a B1, . . . ,Bn jsou disjunktńı jevy pokrývaj́ıćı celé Ω, nav́ıc
P(Bi ) > 0 pro i = 1, . . . , n. Pak

P(Bk |A) =
P(A|Bk) · P(Bk)∑n
i=1 P(A|Bi ) · P(Bi )

.

Důkaz: Z def. podḿıněné pravděpodonosti vyjáďŕıme pravděpodobnost pr̊uniku dvou
jev̊u oběma možnými způsoby

P(A ∩ Bk) = P(A|Bk) · P(Bk) = P(Bk |A) · P(A)

Z toho

P(Bk |A) =
P(A|Bk) · P(Bk)

P(A)

a za jmenovatele zlomku dosad́ıme z Věty o úplné pravděpodobnosti.



Názorný p̌ŕıklad

Uvažujme, že v nějaké populaci je četnost bezejmenné choroby 1 osoba z 1000. K
dispozici máme test, jehož spolehlivost je 95% (u skutečně nemocné osoby vyjde test s
pravděpodobnost́ı 95% pozitivně, a taktéž u zdravé osoby vyjde test s
pravděpodobnost́ı 95% negativně). Jaké je pravděpodobnost, že testovaná osoba je
skutečně nemocná, pokud j́ı vyšel pozitivńı test?

Zavedeme si značeńı: N bude označovat jev, že daná osoba je nemocná, a N jev, že
nemocná neńı. Analogicky, T znač́ı pozitivńı test a T negativńı test. Zadáńı pak
znamená P(N) = 1

1000 ,P(T |N) = P(T |N) = 19
20 a zaj́ımá nás P(N|T ).

Podle definice podḿıněné pravděpodobnosti je

P(N|T ) =
P(N ∩ T )

P(T )
.



Názorný p̌ŕıklad

Čitatele lze vyjáďrit z

P(T |N) =
P(T ∩ N)

P(N)

jako

P(N ∩ T ) = P(T |N) · P(N) =
19

20
· 1

1000
=

19

20000
.

Jmenovatele v řešeném výrazu spočteme

P(T ) = P(T |N) · P(N) + P(T |N) · P(N) =

= P(T |N) · P(N) + (1− P(T |N)) · P(N) =
19

20
· 1

1000
+

1

20
· 999

1000
=

1018

20000
.

Nyńı již jen dosad́ıme

P(N|T ) =
P(N ∩ T )

P(T )
=

19
20000
1018
20000

=
19

1018
<

20

1000
= 0.02 .


