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[LS2324 - 7. cviceni

1 Rozcvicka.
e Jak hledani minimaln{ kostry ovlivni zaporné hrany nebo zédporné cykly?
e Co kdybychom chtéli najit kostru mazimding namisto minimalni?

e Jak se zbavit predpokladu o unikatnich vahach hran?

2 Dynamicka kostra.

Méme nalezenu minimélni kostru a nyni chceme najit novou, pokud:

e 7 grafu odstranime hranu, e snizime vdhu hrany, nebo

e do grafu ptiddme hranu, e zvysime vdhu hrany.

(Na zménu staci linedrni ¢as, umi se i amortizovany ¢as O(poly(logn)).)

3 Kostry s malymi cisly.

Vymyslete algoritmus na nalezeni miniméln{ kostry grafu, v némz jsou vahy hran pfirozend ¢isla z

1,....k).

Rezové lemma. Nechf G je souvisly graf s unikétnim ohodnocenfm hran a R elementérni fez v G.
Pak je nejlehé¢i hrana fezu R v minimalni kostie.
Cyklové lemma. Necht G je souvisly graf s unikdtnim ohodnocenim hran a C cyklus v G. Pak

s

Zluto-modry algoritmus. Na zacdtku obarvime viechny hrany ¢erné. Dokud existuje alespoii jedna
¢ernd hrana, aplikujeme jedno z nasledujicich pravidel:

e Zvolime libovolné elementarni fez R, jehoz nejleh¢i hrana e je cernd, a obarvime e modfe.

v~

4 Vsichni tti jsou zluto-modri.

Ukazte, ze Jarnikuv, Boruvkiv i Kruskaluv algoritmus se daji popsat jako specidlni piipady zluto-
modrého algoritmu.

5 Spravnost zluto-modrych algoritmu.

Dokazte cyklové lemma. Poté odvod'te, Ze libovolnd varianta zluto-modrého algoritmu nalezne minimdlni
kostru (pro graf s unikdtnimi vdhami).



6 Neunikatni lemmata.

Jak se zméni fezové a cyklové lemma pro neunikatni vahy?

7 Dalsi operace s BVS.

Rozmyslete si, jak implementovat v (libovolném) BVS nésledujici operace (pro nékteré operace je nutné
BVS trochu upravit). Jakou maji ¢asovou slozitost?

1. Operace ndslednika / pfedchidce pro zadany vrchol BVS (néslednik daného vrcholu s klicem x je
vrchol s nejmensim vyssim klicem nez x; podobné predchudce).

2. Jak najit k-ty nejmensi prvek v BVS?

3. Necht mé kazdy vrchol kromé klice pfifazenu i ¢iselnou hodnotu (implementujeme tedy slovnik).
Jak najit souc¢et hodnot pfirazenych klicim mensich nebo rovnych zadanému k7

(Bonus: Pokud si udrzujete néjaké informace navic, jak je udrzovat pii rotacich?)

8 Iterovana naslednik.

Najdeme v BVS vrchol s minimdlnim klicem (jak?) a poté n — 1 krat provedeme operaci nalezeni
naslednika. Jaka bude celkova ¢asova slozitost?

9 Dokonalé vyvazeni.

Navrhnéte algoritmus, ktery ze setiidéného pole vyrobi v linedrnim ¢ase dokonale vyvézeny BVS. (Pro
kazdy vrchol se pocet vrcholu v levém podstromu lisi od poctu vrcholi v pravém podstromu maximalné
o1l)

Bonusové ulohy:

10 Kontrahujici Bortvka.

Boruvkuv algoritmus muzeme upravit, aby kazdy strom lesa udrzoval zkontrahovany do jednoho vrcholu.
Iterace pak vypada tak, ze si kazdy vrchol vybere nejlehéi incidentni hranu, tyto hrany zkontrahujeme
a zapamatujeme si, ze patti do minimalni kostry. Ukazte, jak tento algoritmus implementovat tak, aby
bézel v case O(mlogn). Jak si poradit s ndsobnymi hranami a smyckami, které vznikaji pi kontrakei?

11 Rovinny Boruvka.

Jak rychle najde vhodné implementovany algoritmus z predchoziho piikladu minimalni kostru v rovinném
grafu? Naopak najdéte (nerovinny) graf, na kterém algoritmus z predchoziho piikladu pobézi v case
©(mlogn).

12 Pomérova vyvazenost.

Pro pomérové vyvazeny BVS plati v kazdém vrcholu v, ze 0.5 < [Ty |/|Tr )| < 2, kde [Ty)| a [T ()]

jsou velikosti podstromu levého a pravého syna. Ukazte, ze pomérové vyvazeny strom mé logaritmickou
hloubku.
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