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1 Rozcvička.

• Jak hledáńı minimálńı kostry ovlivńı záporné hrany nebo záporné cykly?

• Co kdybychom chtěli naj́ıt kostru maximálńı namı́sto minimálńı?

• Jak se zbavit předpokladu o unikátńıch vahách hran?

2 Dynamická kostra.

Máme nalezenu minimálńı kostru a nyńı chceme naj́ıt novou, pokud:

• z grafu odstrańıme hranu,

• do grafu přidáme hranu,

• sńıž́ıme váhu hrany, nebo

• zvýš́ıme váhu hrany.

(Na změnu stač́ı lineárńı čas, umı́ se i amortizovaný čas O(poly(log n)).)

3 Kostry s malými č́ısly.

Vymyslete algoritmus na nalezeńı minimálńı kostry grafu, v němž jsou váhy hran přirozená č́ısla z
{1, . . . , k}.

Řezové lemma. Necht’ G je souvislý graf s unikátńım ohodnoceńım hran a R elementárńı řez v G.
Pak je nejlehč́ı hrana řezu R v minimálńı kostře.

Cyklové lemma. Necht’ G je souvislý graf s unikátńım ohodnoceńım hran a C cyklus v G. Pak
nejtěžš́ı hrana C nelež́ı v minimálńı kostře.

Žluto-modrý algoritmus. Na začátku obarv́ıme všechny hrany černě. Dokud existuje alespoň jedna
černá hrana, aplikujeme jedno z následuj́ıćıch pravidel:

• Zvoĺıme libovolně elementárńı řez R, jehož nejlehč́ı hrana e je černá, a obarv́ıme e modře.

• Zvoĺıme libovolně cyklus C, jehož nejtěžš́ı hrana e je černá, a obarv́ıme e žlutě.

4 Všichni tři jsou žluto-modř́ı.

Ukažte, že Jarńık̊uv, Bor̊uvk̊uv i Kruskal̊uv algoritmus se daj́ı popsat jako speciálńı př́ıpady žluto-
modrého algoritmu.

5 Správnost žluto-modrých algoritmů.

Dokažte cyklové lemma. Poté odvod’te, že libovolná varianta žluto-modrého algoritmu nalezne minimálńı
kostru (pro graf s unikátńımi váhami).
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6 Neunikátńı lemmata.

Jak se změńı řezové a cyklové lemma pro neunikátńı váhy?

7 Daľśı operace s BVS.

Rozmyslete si, jak implementovat v (libovolném) BVS následuj́ıćı operace (pro některé operace je nutné
BVS trochu upravit). Jakou maj́ı časovou složitost?

1. Operace následńıka / předch̊udce pro zadaný vrchol BVS (následńık daného vrcholu s kĺıčem x je
vrchol s nejmenš́ım vyšš́ım kĺıčem než x; podobně předch̊udce).

2. Jak naj́ıt k-tý nejmenš́ı prvek v BVS?

3. Necht’ má každý vrchol kromě kĺıče přǐrazenu i č́ıselnou hodnotu (implementujeme tedy slovńık).
Jak naj́ıt součet hodnot přǐrazených kĺıč̊um menš́ıch nebo rovných zadanému k?

(Bonus: Pokud si udržujete nějaké informace nav́ıc, jak je udržovat při rotaćıch?)

8 Iterovaná následńık.

Najdeme v BVS vrchol s minimálńım kĺıčem (jak?) a poté n − 1 krát provedeme operaci nalezeńı
následńıka. Jaká bude celková časová složitost?

9 Dokonalé vyvážeńı.

Navrhněte algoritmus, který ze setř́ıděného pole vyrob́ı v lineárńım čase dokonale vyvážený BVS. (Pro
každý vrchol se počet vrchol̊u v levém podstromu lǐśı od počtu vrchol̊u v pravém podstromu maximálně
o 1.)

Bonusové úlohy:

10 Kontrahuj́ıćı Bor̊uvka.

Bor̊uvk̊uv algoritmus můžeme upravit, aby každý strom lesa udržoval zkontrahovaný do jednoho vrcholu.
Iterace pak vypadá tak, že si každý vrchol vybere nejlehč́ı incidentńı hranu, tyto hrany zkontrahujeme
a zapamatujeme si, že patř́ı do minimálńı kostry. Ukažte, jak tento algoritmus implementovat tak, aby
běžel v čase O(m log n). Jak si poradit s násobnými hranami a smyčkami, které vznikaj́ı při kontrakci?

11 Rovinný Bor̊uvka.

Jak rychle najde vhodně implementovaný algoritmus z předchoźıho př́ıkladu minimálńı kostru v rovinném
grafu? Naopak najděte (nerovinný) graf, na kterém algoritmus z předchoźıho př́ıkladu poběž́ı v čase
Θ(m log n).

12 Poměrová vyváženost.

Pro poměrově vyvážený BVS plat́ı v každém vrcholu v, že 0.5 ≤ |Tℓ(v)|/|Tr(v)| ≤ 2, kde |Tℓ(v)| a |Tr(v)|
jsou velikosti podstromů levého a pravého syna. Ukažte, že poměrově vyvážený strom má logaritmickou
hloubku.
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