6. cviceni z PSt — 24.-28.3.2025

Podminéna stifedni hodnota

1. V kvizu je 20 otazek s volbami a,b,c,d. Za spravnou odpovéd (vzdy je jen jedna odpovéd spravnd) je
1 bod, za Spatnou —1/4 bodu, za nevyplnénou otézku nula. Kazd4a otézka je s pravdépodobnosti ¢ jednou
z téch, co se Kvido naudil a tedy zna spravnou odpovéd. Pokud spravnou odpovéd nezné, vi o tom, a muze
se rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jaka je stfedni hodnota po¢tu bodi, které Kvido ziskd, pokud bude odpovidat jenom otéazky, u
kterych zna odpoveéd?

(b) A co kdyz bude tipovat, kdyZ nezna spravnou odpovéd?

(c) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd, aby byly odpovédi v ¢astech a, b stejné?

2. Muj pocita¢ obcas zlobi: kazdy den s pravdépodobnosti p zamrzne. Kdyz se to stane dva dny po sobé,
zacnu to Tesit. Jaky je stfedni pocet dni, nez se to stane?

Poznavacka ndhodnych veli¢in

3. Pravdépodobnost, ze do naseho serveru pronikne hacker je béhem kazdého dne 0.01, nezavisle pro kazdy
den. Ozna¢me T pocet dnd do prvniho priniku. Jaké je rozdéleni T', E(T'), var(7)? Jaka je pravdépodobnost,
7e server zustane bezpe¢ny po cely rok?

4. Kazdy test programu miize skon¢it bud nalezenim chyby (ispéch) nebo ne (netaspéch). Pfedpokladame, ze
pravdépodobnost nalezeni chyby pfi jednom testu je 0.05 a vyvojar provede 20 nezavislych testii, oznac¢ime
X pocet nalezenych chyb. Jaké je rozdéleni X, E(X), var(X)? Jaka je pravdépodobnost, Ze nalezne pravé
t¥i chyby?

5. Historicka data ukazuji, Ze nas server obdrzi praumeérné 30 zadosti za minutu. Pouzijte Poissonovo rozdéleni
k urceni pravdépodobnosti, Ze server obdrzi presné 40 zadosti v néasledujici minuté.

Nazev Pravdépodobnostni funkce Rozsah (ImX)  Stfedni hodnota Rozptyl
Bernoulliho (p)  px(1) =p,px(0)=1-p {0,1} P p(1—p)
Binomické (n,p) px(k) = (})p*(1 —p)"* {0,1,...,n} np np(1l — p)
Geometrické (p) px(k) = (1 —p)*1p {1,2,...} % 1;2”
Poissonovo (\)  px (k) = e_)‘;‘c—? {0,1,...} A A
Uniformni (a,b) px(k) = ﬁlﬂ {a,a+1,...,b} ‘ITH’ %

Rozptyl

Pripomenuti:

e definice var(X) = E((X — E(X))?)

e véta var(X) = E(X?) — E(X)?

e véta var(aX + b) = a® var(X)

e véta var(X +Y) = var(X) + var(Y) (pokud X 1Y)

e odvozené veli¢iny: smérodatna odchylka ox = 4/var(X)

. varia¢ni koeficient CVx = ox /E(X) (pokud E(X) > 0)



6. Necht X ~ Bin(100,0.5),Y = 10X a Z ~ 10Bin(100, .05) (tedy Z/10 ma binomické rozdéleni Bin(100, .05)).
Spoctéte (vyuzitim vzorci z prednasky) E(X), var(X), ox, CVx a totéZ pro Y, Z.

7. Necht X ~ Poi()). Pripomeiite si odvozeni E(X) = A. Odvod'te obdobné var(X) = A. [Navod: je uzitené
napfed spocist E(X(X — 1)),

Nahodné vektory

Sdruzena pravdépodobnostni funkce je definovana vztahem px y (z,y) = P(X =2 &Y = y). ,,Jednoroz-
mérné funkce” px, py se v tomto kontextu nazyvaji marginalni pravdépodobnostni funkce. Pfipomeiite si,
jak je zjistit z pxy.

8. Oznacme X, Y vysledky dvou nezavislych hodt ¢tyFsténnou kostkou (s Cisly 1, ..., 4).
(a) Jaka je pravdépodobnostni funkce Z; = max(X,Y)?
(b) Jaka je pravdépodobnostni funkce Zo = X +Y?
(c) Jaka je pravdépodobnostni funkce Z5 = XY?
[Napovéda: Jakych hodnot nabyvé vektor (X,Y), pokud max(X,Y) = k? Resp. v dalsich ¢astech, pokud
X +Y =k, resp. XY = k7]

9. (a) V predchozim piikladu: je vétsi E(Z2) nebo E(X) + E(Y)? Spoctéte oboji podle definice.
(b) V predchozim piikladu: je vétsi E(Z3) nebo E(X?)? Spoététe oboji podle definice.

10. Nezavislé n.v. X1, ..., X,, maji geometrické rozdéleni s parametry pi, ..., p,. Jaké je rozdéleni n.v.
M =min(Xy,...,X,)?

K procviceni

11. V tabulce je sdruzena pravdépodobnostni funkce ndhodnych veli¢in X, Y 0 1 9
Y. Jiné nez vyznacené hodnoty tyto veli¢iny nenabyvaji. x
(a) Najdéte marginalni rozdéleni X i Y. Spoctéte E(X), E(Y). 0 1/4 | 1/6 | 1/12
(b) Jsou X a Y nezavislé? Neboli: plati px v (z,y) = px(z)py (y)? 1 1/6 | 1/4 | 1/12

(c) Popiste rozdéleni X + Y — tj. naleznéte pravdépodobnostni funkci
n.v. X +Y. Spoctéte odsud E(X +Y') — ovéite, zda se to rovna E(X)+E(Y).
(d) Popiste rozdéleni X - Y. Spoététe odsud E(XY) — ovéite, zda se to rovna E(X)E(Y).

12. Hodime tf¥ikrat minci. Oznac¢ime X pocet rubii v prvnich dvou hodech a Y pocet licti v poslednich dvou
hodech.

(a) Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkei px y a také marginalni pravdépodobnostni funkce px,
Py -

(b) Jsou X a Y nezavislé?

(c) Uréete P(X <Y).

(d) Urcete podminénou pravdépodobnostni funkci px|y, tj. ¢isla P(X = 2 | Y = y) pro viechny
hodnoty z, y.

13. Na kostce padne ¢islo ¢ s pravdépodobnosti p; pro ¢« = 1,...,6. Hodime n-krat a oznac¢ime X; pocet
hodi, kdy padlo .  (a) Najdéte sdruZzenou pravdépodobnostni funkei pro n.v. Xy, ..., X,.
(b) Jaké je marginalni rozdéleni, tj. rozdéleni jednotlivych n.v. X;?

Bonus

14. Uvazme skupinu m manzelskych para (tj. celkem 2m osob). Predpokladejme, Ze po deseti letech bude
kazdy z téch 2m lidi stale nazivu s pravdépodobnosti p, nezéavisle na ostatnich. Moznosti rozvodi apod.
neuvazujeme, tj. pary jsou nemeénné.

Ozna¢me L mnozinu lidi, ktefi budou po deseti letech nazivu a A jejich pocet (tj. A = |L|). Déle bud B
pocet part, kde budou nazivu oba; tj. A, B jsou ndhodné veli¢iny spliujici 0 < A < 2m a 0 < B < m. Pro
kazdé a = 0,...,2m urcete E(B | A = a).



