[NDMIO11] Kombinatorika a Grafy 1 10. Cviceni 1.12.2025

Hranova a vrcholova souvislost
Pripomenut{: Necht G = (V, E) je graf s n > 2 vrcholy.

e Hranovd souvislost grafu G je k.(G) = min {|F|: F C E,graf (V, E\ F) je nesouvisly }. Rekneme, ze
graf G je k-hranové souvisly pokud k.(G) > k.

e Vircholovd sowvislost grafu G je k,(G) = min {|A|: A C V,graf G[V \ 4] je nesouvisly} U {|V| — 1},
kde G[V \ 4] je graf indukovany vrcholy v V \ A. Rekneme, ze graf G je k-vrcholové souvisly pokud
ky(G) > k.

e Mengerova véta: Pro kazdé k € N plati:

— ke(G) > k <= Yu,v € V,u# v,3 alespon k hranové disjunktnich cest mezi u a v.
— ky(G) > k <= Yu,v € V,u # v, alespon k (vnitiné) vrcholové disjunktnich cest mezi u a v.

e Lemma o usich: Graf G je vrcholové 2-souvisly <= G lze sestavit z cyklu lepenim usi.

. Urcete hranovou a vrcholovou souvislost nésledujicich Sesti grafi.
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Najdéte graf G, ktery ma vrcholovou souvislost 1 a hranovou souvislost 10.

Najdéte piiklad grafu G a vrcholu v € V(@) takového, ze odebranim v z G:

a) klesne hranova souvislost G o 10.
b) vzroste hranové souvislost G o 10.
¢) vzroste vrcholova souvislost G o 10.

d) (Bonus) O kolik nejvice muze klesnout vrcholova souvislost odebranim jednoho vrcholu?

Necht G je vrcholové k-souvisly graf.

a) Necht A C V(G) je mnozina vrcholi velikosti k. Sestavme graf G’ z grafu G piiddnfm nového
vrcholu z, a hran mezi z a vrcholy v A. Formalné,

G = (V(G) Uz}, E(G)U {{z,a} lae A}), kde z ¢ V(Q).

Dokazte, ze G’ je vrcholové k-souvisly.

b) Dokazte, ze pro kazdy vrchol v € V(G) a mnozinu vrcholi A C V(G) \ v velikosti k existuje k cest
mezi v a vrcholy mnoziny A, které jsou vrcholové disjunktni az na vrchol v.

Dokazte, ze kazdy vrcholové k-souvisly graf na alespon 2k vrcholech obsahuje cyklus délky alespon 2k.
(Napovéda: PouZijte predchozi priklad.)

@ Necht G je libovolny graf na 2n vrcholech, jehoz kazdy vrchol mé stupeil alespoii n. Dokazte, ze G je
hranové n-souvisly.

Stranka cviceni: https://iuuk.mff.cuni.cz/~miksanik/2025/kgl_2025.
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2-vrcholoveé souvislé grafy a Lemma u uSich

Dokazte, ze v kazdém 2-vrcholové souvislém grafu G lze zorientovat hrany (tj. nahradit kazdou hranu
orientovanou hranou) tak, ze pro kazdé dva vrcholy z,y € V(G) bude v G existovat orientovand cesta z x

do y.
Necht G je vrcholové 2-souvisly graf takovy, ze Zadny z grafit G — e pro libovolné ¢ € E(G) neni vrcholové
2-souvisly. (Takovym grafum se tika kriticky 2-souvislé.)

a) Dokazte, ze alesponi jeden vrchol G m4 stupen 2.
b) Pro kazdé n > 2 uved'te pifklad kriticky 2-souvislého grafu s vrcholem stupné alespoit n.

@ Necht G je vrcholové 2-souvisly graf. Bez pouZiti Mengerovy véty dokazte, ze pro libovolné dva riizné
vrcholy = a y v G existuje cyklus obsahujici oba vrcholy.



