[NDMIO11] Kombinatorika a Grafy 1 9. Cviceni 24.11.2025

Hallova véta
Ptipomenuti:

e Pdrovdni v grafu G = (V, E) je mnozina M navzgjem disjunktnich hran z E. Parovani M je perfekini,
pokud Yv € V Je € M: v € e (neboli |M| = |V]/2).

e Hallova véta (verze pro bipartitni grafy): Necht G = (AUB, E) je bipartitn{ graf. G m4 parovén{
velikosti | A| (tj. nasycujici partitu A) prave tehdy, kdyz

VA" C A: |[Ng(A)| > |4|.

Nechf G = (AU B, E) je k-regulérni bipartitn{ graf (tj. kazdy vrchol ma stupen k).
a) Dokazte, ze partity grafu G maji stejnou velikost (tj. |A| = |B]).
b) Dokazte, ze G mé perfektni parovani.

¢) Dokazte, ze hrany G lze obarvit k barvami tak, aby hrany stejné barvy nemély spoleény vrchol.

@ Na polickadch sachovnice je polozeno nékolik vézi tak, ze v kazdém fadku i kazdém sloupci je stejny
(nenulovy) pocet vézi. Lze za této situace odebrat ze Sachovnice nékolik vézi tak, aby se véze navzdjem
neohrozovaly a soucasné v kazdém fadku a sloupci zustala jedna véz?

Najdéte nekonecny bipartitni graf G = (AU B, E) s partitami A = {a1,as2,...} a B = {b1,ba,...}, ve
kterém je splnéna Hallova podminka a pfesto nemé parovani nasycujici A.

(Deficitni Hallova véta) V bipartitnim grafu G = (AU B, E) pro kazdou podmnozinu A" C A plat{
[Ng(A")| > |A'| — 1. Dokazte, ze v G existuje parovani velikosti |A| — 1.

Necht G = (AU B, E) je bipartitn{ graf. Dokazte, ze pokud n := |A| = |B| vrchola a kazdy vrchol mé
stupeni alespont n/2, tak G obsahuje perfektni parovéni.

@ (Bonus) Dokazte, ze Hallova véta implikuje Kénig-Egervaryho vétu.

Stranka cviceni: https://iuuk.mff.cuni.cz/~miksanik/2025/kgl_2025.


https://iuuk.mff.cuni.cz/~miksanik/2025/kg1_2025
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Systémy ruznych reprezentanti
Pfipomenut{: Nechf X a I jsou kone¢né mnoZiny.
e Mnozinovy systém na X je libovolnd |I|-tice podmnozin X, tj. M = (M;: i € I), kde M; C X.
o Systém riuzngch reprezentanti (SRR) je prostd funkee f: I — X takové, ze pro kazdé i € I je f(i) € M.

e Hallova véta (verze pro mnozinové systémy): Mnozinovy systém M = (M;: i € I) m&d SRR

praveé tehdy, kdyz pro kazdou podmnozinu J C I plati ‘UjeJ M;| > |J|.

7
a) M4 mnozinovy systém M, = ({a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}) tvofeny vSemi 3prvkovymi
podmnozinami mnoziny {a, b, ¢, d} systém ruznych reprezentantiu (SRR)?

b) M4 mnozinovy systém M tvoreny vSemi 3prvkovymi podmnozinami mnoziny {a,b, ¢, d,e} SRR?

¢) Najdéte systém Mg né&jakych Sesti 3prvkovych podmnozin {a,b,c,d, e, f}, ktery nemé SRR.

Rozhodnéte, zda existuje 6 obdélniku, které maji soucasné:
e navzijem ruzné obsahy, a to 21, 22, 23, ..., 26,
e celociselné délky vsech stran a
e navzdjem ruzné jednociferné sirky. (Vysky mohou byt stejné.)
@ Latinsky c¢tverec tadu n je tabulka n x n vyplnénd ¢isly 1,2,...,n tak, ze v kazdém tadku a kazdém
sloupci se kazdé ¢islo vyskytuje jednou.

a) Dokazte, ze pokud vyplnime prvnf dva fadky ¢isly 1,2,...,n tak, ze se v fddcich ani sloupcich ¢isla
neopakuji, pak muzeme dovyplnit i zbyvajici policka tak, aby vznikl latinsky ¢tverec.

b) (Bonus) Dokazte, ze latinskych étverci fadu 30 je vice nez 10%°.

Rozmyslete si, ze vySe uvedené verze Hallovy véty jsou ekvivalentni.

Dalsi priklady na aplikaci Hallovy véty

Souper zamichal standardni balicek 52 karet a rozdal karty do 13 hromadek po 4. Radi bychom z kazdé
hromadky vzali jednu kartu tak, abychom méli jedno eso, 2, 3,..., krale. Jde to vzdy provést?

[12|Na zkousku piijde 100 studentii a 25 zkousejicich. Kazdy student ma oblibenych alespon 10 z piftomnych
zkousejicich. Kazdy student mé byt zkouSen pravé jednim zkousejicim.

Dokazte, ze existuje rozvrh zkouSeni, kde kazdy student bude zkouSen jednim ze svych oblibenych
zkousejicich a kazdy zkousejici bude zkouSet maximalné 10 studentu.

Skupina n > 3 matfyzédku si v cukrarné objednala n ruznych zédkusku. Az kdyz je obsluha donesla, ukazalo
se, ze kazdy matfyzdk je alergicky na 2 zdkusky (kazdy na jinou dvojici). Dokazte, Ze si matfyzdci muzou
zakusky rozdélit tak, ze kazdy dostane zdkusek, na ktery neni alergicky.



