
[NDMI011] Kombinatorika a Grafy 1 8. Cvičeńı 18.11.2025

Hallova věta

Připomenut́ı:

• Párováńı v grafu G = (V,E) je množina M navzájem disjunktńıch hran z E. Párováńı M je perfektńı,
pokud ∀v ∈ V ∃e ∈ M : v ∈ e (neboli |M | = |V |/2).

• Hallova věta (verze pro bipartitńı grafy): Necht’ G = (A∪B,E) je bipartitńı graf. G má párováńı
velikosti |A| (tj. nasycuj́ıćı partitu A) právě tehdy, když

∀A′ ⊆ A : |NG(A
′)| ≥ |A′|.

1 Necht’ G = (A ∪B,E) je k-regulárńı bipartitńı graf (tj. každý vrchol má stupeň k).

Dokažte, že partity grafu G maj́ı stejnou velikost (tj. |A| = |B|).a)

Dokažte, že G má perfektńı párováńı.b)

Dokažte, že hrany G lze obarvit k barvami tak, aby hrany stejné barvy neměly společný vrchol.c)

2 Na poĺıčkách šachovnice je položeno několik věž́ı tak, že v každém řádku i každém sloupci je stejný
(nenulový) počet věž́ı. Lze za této situace odebrat ze šachovnice několik věž́ı tak, aby se věže navzájem
neohrožovaly a současně v každém řádku a sloupci z̊ustala jedna věž?

3 Najděte nekonečný bipartitńı graf G = (A ∪ B,E) s partitami A = {a1, a2, . . . } a B = {b1, b2, . . . }, ve
kterém je splněna Hallova podmı́nka a přesto nemá párováńı nasycuj́ıćı A.

4 (Deficitńı Hallova věta) V bipartitńım grafu G = (A ∪ B,E) pro každou podmnožinu A′ ⊆ A plat́ı
|NG(A

′)| ≥ |A′| − 1. Dokažte, že v G existuje párováńı velikosti |A| − 1.

5 Necht’ G = (A ∪ B,E) je bipartitńı graf. Dokažte, že pokud n := |A| = |B| vrchol̊u a každý vrchol má
stupeň alespoň n/2, tak G obsahuje perfektńı párováńı.

6 (Bonus) Dokažte, že Hallova věta implikuje Kőnig-Egerváryho větu.

Stránka cvičeńı: https://iuuk.mff.cuni.cz/~miksanik/2025/kg1_2025.
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Systémy r̊uzných reprezentant̊u

Připomenut́ı: Necht’ X a I jsou konečné množiny.

• Množinový systém na X je libovolná |I|-tice podmnožin X, tj. M = (Mi : i ∈ I), kde Mi ⊆ X.

• Systém r̊uzných reprezentant̊u (SRR) je prostá funkce f : I → X taková, že pro každé i ∈ I je f(i) ∈ Mi.

• Hallova věta (verze pro množinové systémy): Množinový systém M = (Mi : i ∈ I) má SRR

právě tehdy, když pro každou podmnožinu J ⊆ I plat́ı
∣∣∣⋃j∈J Mj

∣∣∣ ≥ |J |.

7 Rozhodněte, zda existuje 6 obdélńık̊u, které maj́ı současně:

• navzájem r̊uzné obsahy, a to 21, 22, 23, . . . , 26,

• celoč́ıselné délky všech stran a

• navzájem r̊uzné jednociferné š́ı̌rky. (Výšky mohou být stejné.)

8 Latinský čtverec řádu n je tabulka n × n vyplněná č́ısly 1, 2, . . . , n tak, že v každém řádku a každém
sloupci se každé č́ıslo vyskytuje jednou.

Dokažte, že pokud vyplńıme prvńı dva řádky č́ısly 1, 2, . . . , n tak, že se v řádćıch ani sloupćıch č́ısla
neopakuj́ı, pak můžeme dovyplnit i zbývaj́ıćı poĺıčka tak, aby vznikl latinský čtverec.

a)

Dokažte, že latinských čtverc̊u řádu 30 je v́ıce než 1090.b)

9 Rozmyslete si, že výše uvedené verze Hallovy věty jsou ekvivalentńı.

Daľśı př́ıklady na aplikaci Hallovy věty

10
Má množinový systém M4 = ({a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}) tvořený všemi 3prvkovými
podmnožinami množiny {a, b, c, d} systém r̊uzných reprezentant̊u (SRR)?

a)

Má množinový systém M5 tvořený všemi 3prvkovými podmnožinami množiny {a, b, c, d, e} SRR?b)

Najděte systém M6 nějakých šesti 3prvkových podmnožin {a, b, c, d, e, f}, který nemá SRR.c)

11 Soupeř zamı́chal standardńı baĺıček 52 karet a rozdal karty do 13 hromádek po 4. Rádi bychom z každé
hromádky vzali jednu kartu tak, abychom měli jedno eso, 2, 3,. . . , krále. Jde to vždy provést?

12 Na zkoušku přijde 100 student̊u a 25 zkoušej́ıćıch. Každý student má obĺıbených alespoň 10 z př́ıtomných
zkoušej́ıćıch. Každý student má být zkoušen právě jedńım zkoušej́ıćım.

Dokažte, že existuje rozvrh zkoušeńı, kde každý student bude zkoušen jedńım ze svých obĺıbených
zkoušej́ıćıch a každý zkoušej́ıćı bude zkoušet maximálně 10 student̊u.

13 Skupina n ≥ 3 matfyzák̊u si v cukrárně objednala n r̊uzných zákusk̊u. Až když je obsluha donesla, ukázalo
se, že každý matfyzák je alergický na 2 zákusky (každý na jinou dvojici). Dokažte, že si matfyzáci můžou
zákusky rozdělit tak, že každý dostane zákusek, na který neńı alergický.
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