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Konecné projektivni roviny

Definice: Koneéna projektivni rovina je dvojice (X,P), kde X je koneénd mnozina a P C 2%, splaujici
nasledujici axiomy:

(Al) Ve,ye X,z #y, IIPeP: {z,y} CP (kazdgmi dvéma body prochdzi prdvé jedna primka),
(A2) VP,QeP,P#Q: |IPNQ|=1 (kazdé dvé primky se protinaji v prdvé jednom bodg),
(A3) IC C X,|C| =4, VPeP:|CNP| <2 (existuji 4 body v obecné poloze).

Sedm trpasliku si pldnuje pracovni tyden. Kazdy ze 7 dni ptijdou néktef{ 4 z nich do préce (tézit draho-
kamy) a zbyli 3 budou odpocivat a hrat pii tom marids. Je mozné rozpldnovat tyden tak, aby si kazd{
dva trpaslici spolu zahrali marias?

Pro kazdy axiom (A1), (A42), (A3) najdéte konecné a neprazdné mnoziny X a P C 2% takové, ze (X, P)
nespliiuje vami vybrany axiom, ale spliuje zbylé axiomy. Dokazete najit nekoneé¢né mnoho takovych
dvojic (X, P)?

Uvazme konecnou projektivni rovinu (X, P) fadu n.

a) Kolik nejméné piimek z P musime zvolit, aby kazdy prvek x € X lezel na aspon jedné pifmce?

b) Kolik nejméné bodu z X musime zvolit, aby na kazdé ptimce P € P lezel aspon jeden vybrany
bod?

Necht X je koneéns mnozina a P C 2%, Uvazme nésledujici axiom:
(A3) 3S,TeP,S#T:|S| >3] > 3.
Dokazte, 7e (X,P) je koneénd projektivni rovina pravé tehdy, kdyz (X, P) spliiuje axiomy (Al), (A2) a
(A3).

Pro nekoneéné mnoho n € N, zkonstruujte graf na n vrcholy s Q(n%/?) hran, ktery neobsahuje K 5 jako
podgraf.

(Bonus) Dokazte, ze kazdy graf na n vrcholech bez ¢tyfeyklu ma nejvyse O(n®/2) hran.

@ Dokazte, ze pro kazdé k € N existuje n € N takové, ze pro kazdou koneénou projektivni rovinu (X, P)
tadu alesponn n plati nasledujici tvrzeni:

3K C X,|K|=k, VPeP:|[KNP| <2

(existuji k& bodu v obecné poloze).

V Transylvanské loterii se ndhodné losuji tii ruzna ¢isla 1 az 14. Hréac¢ si pred slosovanim zakoupenim
jednoho listku muze vybrat tii ¢isla, pficemz vyhraje, pokud jsou mezi vylosovanymi Cisly alespon dvé
jim vybrana ¢isla. Kolik listku si stac¢i koupit, abyste méli zaruc¢enou vyhru?

Stranka cviceni: https://iuuk.mff.cuni.cz/~miksanik/2025/kgl_2025.
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Uvazujme mnozinu B,, bindrnich stringta délky n. Pro x,y € B,, ozna¢me d(z,y) pocet pozic, na kterych
se stringy lisi.

Pro silné samoopravné kédy je dobré najit velkou mnozinu stringtt M C B,, takovou, ze kazdé dva stringy
se lis{ na aspon 3 pozicich, tj. (Vz,y € M): d(x,y) > 3 (pak totiz dokdzeme “opravit 1 chybu”). Jeden
takovy kéd si ted sestrojime:

a) Pomoci Fanovy roviny zkonstruujte mnozinu F' C B7 sedmi stringu délky 7 takovych, ze kazdé dva
se lisf na 4 pozicich, tj. (Va,y € F): d(z,y) = 4.

b) Pro dany string z ozna¢me T jeho doplnék, tj. string, ktery md na kazdé pozici opacny symbol.
Urcete d(T,x) a d(T,y) prox #y € F.

¢) Najdéte mnozinu M C By celkem 16 stringu takovou, ze kazdé dva stringy se lis{ na aspon 3
pozicich.



