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Konečné projektivńı roviny

Definice: Konečná projektivńı rovina je dvojice (X,P), kde X je konečná množina a P ⊆ 2X , splňuj́ıćı
následuj́ıćı axiomy:

(A1) ∀x, y ∈ X,x ̸= y, ∃!P ∈ P : {x, y} ⊆ P (každými dvěma body procháźı právě jedna př́ımka),

(A2) ∀P,Q ∈ P, P ̸= Q : |P ∩Q| = 1 (každé dvě př́ımky se prot́ınaj́ı v právě jednom bodě),

(A3) ∃C ⊆ X, |C| = 4, ∀P ∈ P : |C ∩ P | ≤ 2 (existuj́ı 4 body v obecné poloze).

1 Sedm trpasĺık̊u si plánuje pracovńı týden. Každý ze 7 dńı p̊ujdou někteř́ı 4 z nich do práce (těžit draho-
kamy) a zbyĺı 3 budou odpoč́ıvat a hrát při tom mariáš. Je možné rozplánovat týden tak, aby si každ́ı
dva trpasĺıci spolu zahráli mariáš?

2 Pro každý axiom (A1), (A2), (A3) najděte konečné a neprázdné množiny X a P ⊆ 2X takové, že (X,P)
nesplňuje vámi vybraný axiom, ale splňuje zbylé axiomy. Dokážete naj́ıt nekonečně mnoho takových
dvojic (X,P)?

3 Uvažme konečnou projektivńı rovinu (X,P) řádu n.

Kolik nejméně př́ımek z P muśıme zvolit, aby každý prvek x ∈ X ležel na aspoň jedné př́ımce?a)

Kolik nejméně bod̊u z X muśıme zvolit, aby na každé př́ımce P ∈ P ležel aspoň jeden vybraný
bod?

b)

4 Necht’ X je konečná množina a P ⊆ 2X . Uvažme následuj́ıćı axiom:

(A3’) ∃S, T ∈ P, S ̸= T : |S| ≥ 3 ∧ |T | ≥ 3.

Dokažte, že (X,P) je konečná projektivńı rovina právě tehdy, když (X,P) splňuje axiomy (A1), (A2) a
(A3’).

5 Pro nekonečně mnoho n ∈ N, zkonstruujte graf na n vrcholy s Ω(n3/2) hran, který neobsahuje K2,2 jako
podgraf.

(Bonus) Dokažte, že každý graf na n vrcholech bez čtyřcyklu má nejvýše O(n3/2) hran.

6 Dokažte, že pro každé k ∈ N existuje n ∈ N takové, že pro každou konečnou projektivńı rovinu (X,P)
řádu alespoň n plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

∃K ⊆ X, |K| = k, ∀P ∈ P : |K ∩ P | ≤ 2

(existuj́ı k bod̊u v obecné poloze).

7 V Transylvánské loterii se náhodně losuj́ı tři r̊uzná č́ısla 1 až 14. Hráč si před slosováńım zakoupeńım
jednoho ĺıstku může vybrat tři č́ısla, přičemž vyhraje, pokud jsou mezi vylosovanými č́ısly alespoň dvě
jim vybraná č́ısla. Kolik ĺıstku si stač́ı koupit, abyste měli zaručenou výhru?

Stránka cvičeńı: https://iuuk.mff.cuni.cz/~miksanik/2025/kg1_2025.
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8 Uvažujme množinu Bn binárńıch string̊u délky n. Pro x, y ∈ Bn označme d(x, y) počet pozic, na kterých
se stringy lǐśı.

Pro silné samoopravné kódy je dobré naj́ıt velkou množinu string̊u M ⊆ Bn takovou, že každé dva stringy
se lǐśı na aspoň 3 pozićıch, tj. (∀x, y ∈ M) : d(x, y) ≥ 3 (pak totiž dokážeme “opravit 1 chybu”). Jeden
takový kód si ted’ sestroj́ıme:

Pomoćı Fanovy roviny zkonstruujte množinu F ⊆ B7 sedmi string̊u délky 7 takových, že každé dva
se lǐśı na 4 pozićıch, tj. (∀x, y ∈ F ) : d(x, y) = 4.

a)

Pro daný string x označme x jeho doplněk, tj. string, který má na každé pozici opačný symbol.
Určete d(x, x) a d(x, y) pro x ̸= y ∈ F .

b)

Najděte množinu M ⊆ B7 celkem 16 string̊u takovou, že každé dva stringy se lǐśı na aspoň 3
pozićıch.

c)
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