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Tento text neni urcen k $iteni. VSechny chyby v tomto textu jsou samoziejmé zamérné. Reportujte
je prosim na adresu kralka@iuuk.mff.cuni....
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Kapitola 1

Zadani

1.1 Cviceni

1. Uvodnf informace:
(a) Slysite me vsichni dobfe?
(b) Literatura.
(c) Pravidla zdpoctu (doméci tkoly).
Regent: |I|
2. Jak se generuje ndhoda programem.
e Python3
o C++
e R
Resent:
3. Pripomente si definici pravdépodobnostniho prostoru (Definice [2.1)). Urcete, co je
e mnoZina elementdrnich jevi (sample space), tedy mnozina €2,
e prostor jevi (event space), tedy mnozina F C P(£2),
e pravdépodobnost (probability), tedy funkce Pr: F — [0, 1]
pro nésledujici priklady:

(a) Hod spravedlivou alkoholovou trojhrannou tuzkou (neni to kostka kvili popisu prostoru
jevia):

import random

drink = random.choice([
"svétlé pivo",
"tmavé pivo",
"slivovice",

D
(b) Uniformné ndhodné &islo z intervalu [0, 1).

import random
print (random.random())
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Regent: E|
4. Dokazte, 7e Pr[AU B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[A N B.
Resent:
5. Zopakujte si zakladni kombinatoriku:
e Kolik je ruznych permutaci mnoziny {A, B,C}?
e Kolik ruznych slov sklddajicich se z pismen {4, B} ma délku 37
e Kolik ruznych podmnozin mnoziny {A, B, C, D, E} m4 velikost 37
e Kolik ruznych kombinaci s opakovdnim z mnoziny {4, B,C, D, E} velikosti 3?
Resent:

6. Jaka je pravdépodobnost, Zze pii hodu Sesti rozlisitelnych spravedlivych Sestisténnych kostek
padnou aspon na tfech kostkach aspon tfi? Jaky je mnozina elementarnich jevi, prostor jeva
a pravdépodobnost?

Resent: El

7. Necht Q jsou vsechny permutace prvnich 100 pfirozenych &isel, prostor jevi jsou véechny
podmnoziny {2 a kazdy elementéarni jev je stejné pravdépodobny. Ozna¢me jev A; ze ndhodné
zvolend permutace 7 € €2 spliuje w(j) = j (pro 1 < j < 100). Jsou Aj, As nezavislé jevy?

Resenf:

8. Kazdy obdélnik na obrazku je soucdstka, ktera se muze porouchat s pravdépodobnosti p.
Presnéji feceno porucha znamend, ze skrz ni netece proud. Poruchy soucastek jsou na sobé
nezavislé. Jaka je pravdépodobnost, ze stile potece proud mezi dvéma puntiky.

(a) (b)

—

(©)

Resent:

1.2 Cviceni

1. Héz{me cinknutou minc{ — hlava padne s pravdépodobnosti p € [0, 1), orel padne s pravdépodobnost{

1 — p. Hazime opakované dokud nepadne hlava.
a) Jak vypada pravdépodobnostni prostor?

b
(¢

(d) Jaka je pravdépodobnost, ze hodime lisekrdt?

(
(b) Jakd je pravdépodobnost, ze hodime pravé tiikrat (n-krét)?

Jakd je pravdépodobnost, ze hodime nejvys tiikrdt (n-krdt)?

)
)
)
)



1.2. 2. CVICENI 7

(e) Simulujte piedchozi.
Resent: |I|
2. Hodime cinknutou korunou (panna s pravdépodobnosti p; € [0, 1]) a cinknutou dvoukorunou
(panna s pravdépodobnosti ps € [0,1]). Oba hody jsou na sobé nezivislé.
(a) Urcete pravdépodobnostni prostor.
(b) Pripomérite si definici podminéné pravdépodobnosti (Definice .
(c) Spocitejte pravdépodobnost Pr[na obou padne panna | na koruné padne pannal.
(d) Spocitejte pravdépodobnost Pr[na obou padne panna | padne asponi jedna panna).
(e) Simulujte:
Resent: [2]
3. Na louce rostou kvétiny, které maji bud bilé nebo cervené kvéty. Nahodnd kvétina m4 bily
kvét s pravdépodobnosti Pr[B] = 0.6, tedy pravdépodobnost ze ndhodna kvétina m4 Gerveny
kvét je Pr[C] = 0.4. Pravdépodobnost ze ¢ervend kvétina je jedovatd je Pr[J | C] = 0.25.

Pravdépodobnost Ze bild kvétina je jedovatd je Pr[J | B] = 1/12. Snédli jsme ndhodnou
rostlinu a je nam zle, jaka je pravdépodobnost, ze ta rostlina méla cerveny kvét?

Reéem’:@
4. V prvni krabici je b bilych micka a ¢ Gervenych micku, ve druhé krabici také. Napied
vytdhneme jeden micek z prvni krabice (uniformné ndhodné) a ddme ho do druhé krabice.

Pak vytdhneme jeden micek z druhé krabice (uniformné ndhodné). Jakd je pravdépodobnost,
ze micek vytazeny z druhé krabice je ¢erveny?

(a) Navrhnéte vhodny pravdépodobnostni prostor.
(b) Spocitejte tu pravdépodobnost, kterou jsme chtéli.
(¢) Simulujte.
Reéem’:m
5. Tento piiklad je vymysleny, zejména ¢isla nesedi a redlny svét je malinko slozitéjsi (tim

se jeSté budeme zabyvat), ale informace v ném nejsou daleko od pravdy. V zemi ndm fadi
nemoc C.

e Prostor elementdrnich jevu (sample space) € jsou vSichni ob¢ané.

e Ozna¢ime CT C Q mnozinu vsech lidi, ktef{ dnes maji aktivni{ nemoc C, oznaéime

C~ =Q\ CT zdravé lidi.

e Umime uniformné ndhodné samplovat lidi, tedy Vw € Q: Pr[{w}] = 1/|9| (tady w je
jeden ¢lovek).

e Test nam pro libovolného clovéka odpovi ze je ¢lovék zdravy nebo nemocny. Znac¢me
Tt C Q mnozinu lid{ pro které test odpovi, Ze jsou nemocni. Znatme T~ = '\
T+ mnozinu lidi pro které test odpovi, Ze jsou zdravi. Ale neni to tak jednoduché, v
ptibalovém letaku testu se piSe:

— Sensitivity: (true positive) Pr[TF | CT] =0.9
— Specificity: (true negative) Pr[T~ | C7] = 0.8
z tohoto muzeme odvodit chyby:

— False positive = false alarm = type I error

Pr[Tt|C7]=1-P1[T~ |C7] =02
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— False negative = miss = type II error

Pr[T~ |CT]=1-Pr[TT|CT]=0.1

Provedli jsme jeden test u kazdého z uniformné ndhodné vybranych 50000 lidi a po-
zitivnich test vyslo 1000. Tedy predpokladdme, ze Pr[TF] = A% — L — .02 (jak
moc je tento predpoklad oprdvnény budeme zkoumat nadéle).

Zajimd nds Pr[C™T| (vyndsobeno 100 ndm d& pocet nemocnych v procentech).

V ¢em se toto lisi od reality?

Spocitejte Pr[CT].

Co se stalo spatné?

Jak by vyslo piedchozi kdyby Pr[T" | CT] = 0.99,Pr[T~ | C~] = 0.98,Pr[T"] = 0.2?

Simulujte predchozi.

Reseni:

.V Supliku mam b € N paru bilych, ¢ € N parta ¢ernych ponozek a s € N paru sepranych
ponozek. Potfebuju si vytdhnout ¢tyfi pary ¢ernych ponozek (jedu na prodlouzeny vikend
tancovat). Kdyz vytdhnu ¢tyfi ndhodné péary ponozek (mam je napdrované v supliku), jaka
je pravdépodobnost, ze vSechny budou Cerné?

Resent: @

. Na stole jsou dvé obdlky, v jedné je k korun, ve druhé ¢ korun (k,¢ € N). Muzete oteviit
jednu obdalku a na zédkladé sumy v ni se rozhodnout jestli si nechate tu otevienou nebo si
vezmete tu druhou (nehledé na to, kolik je v té druhé). Umite vymyslet zpusob jak odejit s
tou s vétsim obnosem s pravdépodobnosti ostie vétsi nez jedna polovina?

Resent: E|



Kapitola 2

Tahak

2.1 Pravdépodobnostni prostor

Definice. Pravdépodobnostni prostor je trojice (2, F,Pr), kde
1. Q je mnozina elementérnich jeva (sample space) (je to mnoZina)

2. F C P(Q) je prostor jevu (event space) (je to mnoZina podmnozin , jednotlivé proky F
nazgvdme jevy) F je o-algebra, tedy musi platit:

(a) O € F a zdroveri Q € F (celd mnoZina elementdrnich jevi je jev)
(b) Ae F= (2\ A) € F (prostor jevi je uzavieny na dopliiky)

(c) (VneN: A, € F) = (Upendn) € F (prostor jevi je uzavieny na spocetnd sjednocent,
pozndmka miZe se stat, Ze A1 # As = Az = - - -, specielné tedy je uzavreny i na véechna
konecnd sjednocent)

3. Pr je funkce Pr: F — [0,1] je pravdépodobnost jevu z prostoru jevi, musi spliiovat:
(a) Pr[0] =0 a zdrovern Pr[Q] =1

(b) Pr je spocetné aditioni, tedy pro kazdou I C N a kaZdou posloupnost jevi (Aj)jelf které
jsou po dvou disjunktnd (tedy Vi,j € I:1# j= A; # A;) plati:

Pr(UjerA;] =Y PrA;]

jeI

(tedy Pr je pravdépodobnostni mira)

2.2 Podminéna pravdépodobnost

Definice. Necht (Q, F,Pr) je pravdépodobnostni prostor. Necht A, B € F a navic Pr[B] > 0. Pak
definujeme podminénou pravdépodobnost —

i
Q Pr[An B
§) AT TR

A
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2.3 Bayesova véta

Véta 1. Necht (Q,F,Pr) je pravdépodobnostni prostor. Necht By, Ba,... € F je rozklad Q (na
spocetné mnoho mnozin). Nech A € F a navic plati Pr[A] > 0 a navic Pr[B;] > 0 pro kazdé i. Pak

PI‘[A | BJ] PI‘[B]]

Pr(B;| Al = >, Pr[A | B;| Pr[B]

2.4 Nezavislé jevy

Definice. Necht (Q,F,Pr) je pravdépodobnosini prostor. Nechf A, B € F jsou dva jevy. Pak
rekneme, Ze A, B jsou nezavislé jevy, pokud plati:

Pr[A N B] = Pr[A] Pr[B]

(také se dd wict Pr[A | B] = Pr[A] pokud Pr[B] > 0).



Kapitola 3
Reseni

3.1 Cviceni

1. Uvodni informace:
(a) Slysite mé vsichni dobie?
(b) Literatura.
Reseni: TODO
(¢) Pravidla zapoctu (domaéci tikoly).

Reseni: TODO

11
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2. Jak se generuje ndhoda programem.
e Python3 Reseni:

# htips://docs.python.org/3/1ibrary/random. html
# NepouZivejte pro 3ifrovdnt!

import random

import scipy

# htips://docs.python.org/3/library/itertools.html
import itertools

# Generuj ndhodné celé Cislo 1 <= z <= 10 (tedy z in range(1, 11))
x = random.randint (1, 10)
print(x)

# Generuj ndhodny prvek dané neprdzdné posloupnosti.
drink = random.choice([

"svétlé pivo",

"tmavé pivo",

"slivovice",

"bilé vino",

"Cervené vino",

"<':aj n R

D
print (drink)

# Vysledek 'B' je tTikrdt pravdépodobné&jsi nez 'A'.
print(random.choice(['A', 'B', 'B', 'B']))

# Vrdti list k ndhodnijch prvki z dané sekvence s danymi vdhami

# (cum_weights jsou trochu rychlejsi).

# https://docs.python.org/3/1ibrary/random. html#random. chotces
print(random.choices(['A', 'B', 'C'], weights=[1/6, 1/6, 2/3], k=5))

# Nghodnd permutace (mént primo dany list).
my_list = ['a', 'b', 'c', 'd']
random.shuffle(my_list)

print(my_list)

# Vybere dva prvky dané posloupnosti, wve vysledku se nebudou opakovat
# pozice. Pokud se prvky opakuji, tak se mohou wve vysledku opakovat.
print(random.sample(['w', 'x', 'y', 'z']l, k=2)) # two distinct letters
print(random.sample(['w', 'x', 'y', 'x'], k=2)) # 'z' can repeat

# Pro presné politdni (vracti titerable):

print (list(itertools.permutations([1, 2, 3]1)))
print(list(itertools.combinations('ABCD', 2)))
print(list(itertools.combinations_with_replacement('ABCD', 2)))

# MiZe se hodit scipy: sudo apt-get install python3-scipy
scipy.special.comb(n=5, k=2, exact=True) # vrdti n nad k

e C++ Reseni:

std::default_random_engine generator;
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std::uniform_int_distribution<int> distribution(0, 9);
e R Reseni:

x <- "hello"

13
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3. Pripomente si definici pravdépodobnostniho prostoru (Deﬁnice. Urcete, co
je
e mnozina elementdrnich jevi (sample space), tedy mnozina ),
e prostor jevu (event space), tedy mnozina F C P(Q),
e pravdépodobnost (probability), tedy funkce Pr: F — [0, 1]
pro nasledujici piiklady:
(a) Hod spravedlivou alkoholovou trojhrannou tuzkou (neni to kostka kvili po-
pisu prostoru jevi):

import random
drink = random.choice([
"svétlé pivo",
"tmavé pivo",
"slivovice",
D
Resend: V poéitaci nam staci predchozi kéd (pseudondhodné ¢islo vs ndhodné ¢islo).
Fyzicky muzeme generovat pomoci hodu trojhrannou tuzkou, kterd ma znacky na
sténédch (a zarucené nemuze padnout nastojato).
e Mnozina elementdrnich jevu £ = {svétlé pivo, tmavé pivo, slivovice}

e Prostor jevii F = P(Q), tedy | F| = 219 = 23:

P
0,
{svétlé pivo},
{tmavé pivo},
{slivovice},
{svétlé pivo, tmavé pivo},
{svétlé pivo, slivovice},
{tmavé pivo, slivovice} ,

{svétlé pivo, tmavé pivo, slivovice}

}

e Pravdépodobnost

Prif] =
Pr[{svétlé pivo}] = 1/3
Pr[{tmavé pivo}] = 1/3
Pr[{slivovice}] = 1/3
Pr[{svétlé pivo, tmavé pivo}] = 2/3
Pr[{svétlé pivo, slivovice}] = 2/3
Pr[{tmavé pivo, slivovice}] = 2/3
Pr[{svétlé pivo, tmavé pivo, slivovice}] =

Vétsinou ale nepopisujeme jev jako podmnozinu elementarnich jevi, ale néjak lid-
sky:

Pr[néjaké pivo] = Pr[svétlé pivo V tmavé pivo] = Pr[{svétlé pivo, tmavé pivo}] = 2/3
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Pr[ne pivo] = Pr[{slivovice}] = 1 — Pr[{svétlé pivo, tmavé pivo}] = 1/3

(b) Uniformné nahodné é&islo z intervalu [0, 1).

import random
print(random.random())

Reseni: V pocitaci ndm funkce random.random vrati float z, ktery je piesné reprezen-
tovatelny, plati 0.0 < z < 1.0 a zdrovei z je celoéiselny nasobek 2753, To ale znamen4,
ze nikdy nedostaneme 0.05954861408025609 i kdyz to je ¢islo presné reprezentovatelné
jako python float. MuZeme generovat i vicebitova ¢isla, ale vzdy to bude ¢islo! A to
je dobre, vétsina realnych ¢isel nejde reprezentovat konecnou posloupnosti symbola
(pozor, v/2 jde reprezentovat jako kofen polynomu, ale i tieba 1/7 jde reprezentovat
napiiklad algoritmem, ktery ho pocitd).

Jak bychom fyzikdlné generovali uniformné ndhodné ¢islo z intervalu [0, 1)? Uniformné
nahodné znamend, ze kazdé Cislo bude stejné pravdépodobné. Hod Sipkou na interval
m4é nevyhodu, Ze bud budou konce intervalu méné pravdépodobné nez prostiedek nebo
se ndm muze stidt ze hodime Sipku mimo interval (nejspis oboji). Muzeme ale udélat
ter¢ s jednim vyznacenym polomérem, ktery bude kruh, pfipevnit jeho stfed k vrtacce,
rozto¢it a hodit sipku (tak abychom netrefili stied, ale urcité trefili kruh). Pak ndhodné
¢islo « € [0,1) bude tihel ktery svird vyznaény polomér a nase Sipka déleny 2.

e Toto je jen myslenkovy experiment, fyzickd implementace je nejspiS pomérné ne-
bezpeténd. Doma to nezkousejte!

e Muzete namitnout, ze Sipka nevybere piesné bod, Ze terc je tvoren atomy a tedy je
také z néjakého pohledu diskrétni. Asi ano, ale ja nefikal, Ze redlna ¢isla existuji. Pro
predstavu atom muze mit polomér okolo 10~ 1%m, tedy na délce 1m jich vedle sebe
vyskldddme zhruba 10'°. Srovnejte s piesnosti 27°3 ~ 10716, tedy pokud bychom
vysledek random.random() brali jako pozici v metrech, pak mame presnost zhruba
na dvé miliontiny atomu.

e mnoZina elementdrnich jevu (sample space), tedy mnozina Q = [0, 1)
e prostor jevi (event space), tedy mnozina F C P ()

Napted se zeptejme, jestli by nemohlo platit, ze F = P(). Asi bychom chtéli
nasledujici vlastnosti:

— pokud A € F je interval, pak Pr[A] je rovna délce A

— pokud A € Fanavicz+ A= {zx+a]|ac A} CQ pro néjaké redlné ¢islo z,
pak Pr[A] = Pr[x + A].

— kazdd podmnozina €2 mé pfifazenou néjakou pravdépodobnost

Ale to nejde, protoze ne kazdd mnozina mé miru (tady Pr odpovidad takzvané
pravdépodobnostni mife — mira celého prostoru je rovna jedné). Nejzndméjsim
piikladem je https://en.wikipedia.org/wiki/Banach’E2%80%93Tarski_paradox,
Hezké video: |https://www.youtube.com/watch?v=s86-Z-CbaHA,

Nase feseni: F je mnozina Lebesgueovsky méfitelnych podmnozin €.
e pravdépodobnost (probability), tedy funkce Pr: F — [0, 1] je Lebesgueova mira.
Pokud jste neslyseli o tom, co je to mira, tak se nelekejte. Dobré k zapamatovani:

e Pravdépodobnost je ¢islo mezi nulou a jednickou (obecnd mira celého prostoru
nemus{ byt rovna jedné, ale nds zajimd pravdépodobnostni mira).
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e “Nic se nestane” m4 pravdépodobnost nula — Pr[()] = 0 (tedy specielné @) je méFitelna).

e “Néco se stane” md pravdépodobnost jedna — Pr[QQ] = 1 (tedy specielné  je
meéfitelnd).

e “Stane se A” ma pravdépodobnost 1-“Nestane se A” — Pr[4] = 1 —Pr[Q\ 4] (tedy
pokud je A méfitelnd, pak je i jeji doplnék méfitelny).

e Pr[Na kostce padne jedna tecka nebo dvé tecky] = Pr[padne jedna tecka]+Pr[padnou dvé tecky]
— pravdépodobnost sjednoceni disjunktnich mnozin je rovna souctu jejich pravdépodobnosti

(plati také pro spocetné mnoho disjunktnich mnozin a navic sjednoceni spocetné
munoha disjunktnich méfitelnych mnozin je taky meéfitelné)

e Lebesgueova mira jednoho bodu je nulovd (tedy ze spocetného disjunktniho sjed-
nocen{ mame ze pravdépodobnost ze uniformné ndhodné realné ¢islo z intervalu
[0,1) je raciondlni je nulovd).

Pozor na to, ze sice plat{ Pr[{0.1}] = 0, ale to neznamend, ze jev ze padne 0.1 je

nemozny (akordt velice velice nepravdépodobny). Naopak pokud je jev nemozny
Pr[na Sestisténné kostce padne sedm], pak je jeho pravdépodobnost nulové.

o Usecka v [0,1] x [0,1] € R? m4 Lebesgueovu miru nula.
Takze ty definice, které vam pfijdou divné jsou tam kvuli teorii miry (piipadné pozdéji
kvuli teorii integrélu).

Pozor na to, ze ne kazda pravdépodobnost je Lebesgueova mira, muzeme uvazovat
napiiklad @ = [0,1), F jsou Lebesgueovsky meéritelné, Pr kterd Pr[{0.1}] = 1/2 a
Pr[A] = A(A)/2+ 1/2 pokud 0.1 € A a Pr[A] = A(A4)/2 jinak (kde A\(A) znaci Lebes-
gueovu miru mnoziny A).

Nékdy také mluvime o pravdépodobnostni distribuci, zatim to muzete brat jako syno-
nymum k pravdépodobnosti.
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4. Dokazte, ze Pr[A U B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[AN B].

Reseni: Predpoklidejme, ze plati AN B, AU B, A, B € F (jinak by vyraz nahofe nemél
smysl). Z definice pravdépodobnostniho prostoru (Definice mame spocetnou aditivitu
pro disjunktni jevy. Rozdélime tedy A U B na disjunktni mnoziny:

Ci=ANB
Cy— A\ B
Cy=B\ A

tedy mdme AU B = C; UCy U C3 a zaroven C; N C;j = ) pro kazdé dve 1 <i < j < 3. Dle
spocetné aditivity muzeme psat:

PI‘[A U B] = PI‘[Ol UCyU 03}
= PI‘[C]J + PI‘[CQ] + PI‘[Cg]

Maéme také:

A:CQU01:(A\B)U(AHB)
B=C3UC;=(B\A)U(ANDB)

takze muzeme psat:

Pr[A U B] = Pr[C}] + Pr[Cs] + Pr[C5)

Pr[C1] + Pr[Cs] + 2 Pr[C3] — Pr[C3]

(Pr[C1] + Pr[C5]) + (Pr[C2] + Pr[Cs]) — Pr[Cs]
(Pr[A]) + (Pr[B]) — Pr[Cs]

Pr[A] + Pr[B] — Pr[AN B

coz jsme chtéli dokazat.
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5. Zopakujte si zakladni kombinatoriku:
e Kolik je riuznych permutaci mnoziny {A, B,C}?
Reseni: 3!=3-2-1, obecné n! pokud mame n rozlisitelnych prvki

import itertools

permutations = list(itertools.permutations(['A', 'B', 'C']))
print (f'There are {len(permutations)} permutations: {permutations}')

# There are 6 permutations:
# [c'a', '', 'C'),
# (IAI ICI IBI)
# (IB!, IA!, IC!)’
# (IBI’ ICI, IAI)’
# (ICI IAI IBI)
# (ICI’ IBI’ IAI)]

e Kolik raznych slov skladajicich se z pismen {A, B} ma délku 3?
Reseni: 2% =8, obecné n” kde n je pocet pismen, r délka slova

import itertools

all_words = list(itertools.product('AB', repeat=3))
print (f'There are {len(all_words)} words: {all_words}')

# There are 8 words:
# [(IAI, IAI, IAI)’
# (IAI IAI IBI)
# (IAI IBI IAI)
# (IAI IBI IBI)
# (IB! IA! IA!)’
# (IBI, IAI, IBI)’
# (IBI IBI IAI)
# (’B’, IB’, IBI)J
e Kolik raznych podmnozin mnoziny {A, B,C, D, E} méa velikost 37
s 3 . (M) ! _ (5 _
Reseni: (1“) - r!(:—r)! - (3) =10

import itertools

all_subsets = list(itertools.combinations('ABCDE', 3))
print (f'There are {len(all_subsets)} subsets: {all_subsets}')

# There are 10 subsets:
# [c'a', 'B', 'C'),
# ('A'", 'B', 'D'),
# ('A', 'B", 'E'),
# (4, 'c', D),
# ('a', 'c', 'E'),
# ('A'", 'D', 'E'),
# ('B', 'Cc', 'D'"),
# ('B', 'Cc', 'E'),
# ('B', 'D', 'E'),
# c'e', 'n', 'E')]
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e Kolik raznych kombinaci s opakovanim z mnoziny {A, B,C, D, E} velikosti 37

Reseni: (""77') kde n = 5, r = 3. Protoze méme n — 1 svislitek a r hvézdicek a
kédujeme takto:
AAD = xx ||| x|

tedy
pocet Alpocet B|pocet C|pocet D|pocet E

kde kazdy pocet je reprezentovan po¢tem hvézdicek a vybirdme které z n+r—1 symbolu
budou hvézdicky.

import itertools

sorted_sequences = list(itertools.combinations_with_replacement('ABCDE', r=3))
print (f 'Mame {len(sorted_sequences)} sekvenci: {sorted_sequences}')

# There are 35 sorted sequences:

# [car, '4', 'a'), ('A', 'A', 'B'), ('A', 'A', 'C'),
# ('a', 'A', 'D'), ('A', 'A', 'E'), ('A', 'B', 'B'),
# ('4', 'B', 'C'), ('A', 'B', 'D'), ('A', 'B', 'E'),
# ('a', 'c', 'c'), ('A', 'C', 'D'), (A", 'C', 'E'),
# ('A', 'D', 'D'), ('A', 'D', 'E'), ('A', 'E', 'E'),
# ('B', 'B', 'B'), ('B', 'B', 'C'), ('B', 'B', 'D'),
# ('', 'B', 'E'), ('B', 'C', 'C'), ('B', 'C', 'D'),
# ('B', 'c', 'E'), ('B', 'D', 'D'), ('B', 'D', 'E'),
# ('B', 'E', 'E'), ('C', 'C', 'C'), ('C', 'C', 'D'),
# ('c', 'c', 'E'), ('C’, 'D', 'D'), ('C', 'D', 'E'),
# (rc', 'E', 'E'), ('D', 'D', 'D'), ('D', 'D', 'E'),
# ('n', 'E', 'E'), ('E', 'E', 'E')]
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6. Jaka je pravdépodobnost, ze pii hodu Sesti rozliSitelnych spravedlivych Sestisténnych
kostek padnou aspoi na tiech kostkach aspon t¥i? Jaky je mnozina elementarnich
jeva, prostor jevi a pravdépodobnost?

Resend:
e Mnozina elementdrnich jevu je Q = {1,2,3,4,5,6}6 = {111111,111112,...,666666},
tedy Q| = 6° = 46656.
e Prostor jevi je F = P(Q), tedy |F| = 246656
e Pravdépodobnost Pr[{abcdef}] = 1/6° pro libovolnd a, b, c,d, e, f € {1,2,3,4,5,6}.

Jak takovy priklad fesit? Uvédomit si pfesné o ¢em mluvime, pak zkusit premyslet o jed-
nodussich jevech.

e Na jedné kostce padnou aspoii tfi s pravdépodobnosti 4/6 = 2/3 (mus{ padnout 3,4, 5, 6,
tedy nepadne 1,2).

e Pokud vybereme k kostek, pak pravdépodobnost, Ze pfresné na téchto kostkach padne
aspon tii je presné (2/3)%(1/3)6~* (kostky jsou nezévislé). Kupiikladu pokud vybereme
prvni ¢tyfi kostky, pak nds zajima:

4% .22

Pr[{ABCDef | A,B,C,D € {3,4,5,6} ,e, f € {1,2}}] = 0

= (2/3)*(1/3)*~*

e Piesné k kostek vybereme (2) zpusoby.

e Rozdélime pravdépodobnostni prostor na jevy, kde presné na k kostkach padne ¢islo
aspon tii (tedy méme disjunktni rozklad) a k > 3, tedy pouzijeme definici pravdépodobnosti
a secteme piedchozi pro k € {3,4,5,6}:

Pr[aspon na tfech kostkach aspon tfi] = (g) (2/3)3(1/3)63
+(§)emrame
+(3)esmrasse

+(5) ez
=0.8998628257887514

Tady jsme vlastné pouzili vétu z prednasky, ze pokud By, B, ..., Bss_1 jsou rozklad
Q (tedy B; # Bj pro i # j a zaroveii UB; = ), pak Pr[A] = >, Pr[A | B;] Pr[B;]. Kde
jev A je ze na aspon tiech kostkdch padne aspon tii. Jev B; je Ze na piesné urcenych
kostkach padne aspon tii (tedy jevy B;, B; jsou opravdu disjunktnf). Konkrétné 22
zapsané binarné je 010110, pak jev Bas je jev ze na druhé, ¢tvrté a paté kostce padlo
¢islo aspon tfi. Pak Pr[A | B;] = 1 pokud & ma v bindrnim zipisu aspon tfi jednicky
a Pr[A | B,] = 0 jinak. Uz jsme spoéitali, ze Pr[B,] = (2/3)¥(1/3)°~* pokud z ma v
binarnim zapisu k jednicek.
Pomoci programu:

import itertools
import scipy.special
import random
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# Presny vysledek pomoc? kombinatoriky:

def p(k):
" Probability that there are exzactly k out of 6 dice with at least 3. """
return scipy.special.comb(6, k, exact=True) * ((2/3)**k) * ((1/3)**(6-k))

exact_computed = sum(p(k) for k in range(3, 7))
print (f'Presny vysledek: {exact_computed}')

# Presny vysledek spoCitany hrubou silou:

def indicator(dice):
""" Return 1 1f at least three dice have at least 3, otherwise
return 0. """
if sum(1 for x in dice if x >= 3) >= 3:
return 1
else:
return 0O

all_outcomes = itertools.product(range(l, 7), repeat=6)
exact_bruteforce = sum(indicator(d) for d in all_outcomes) / (6%*6)
print (f'Hruba sila: {exact_bruteforcel}')

# Simulace:

N = 1000 # Number of tries

simulated = sum(indicator (random.choices(range(l, 7), k=6))
for _ in range(N)) / N

print(f'Simulace: {simulated}')

# MozZny vysledek:

# Presny vysledek: 0.8998628257887514
# Hrubd sila: 0.8998628257887518

# Simulace: 0.903

Porovnejme nase metody:
e Vypocet vzorcem:
— presny vysledek

— potiebovali jsme kombinatoriku a pfemyslet

pokud se zméni zadani, tak feSeni se zméni celkem dost

velice rychly vypocet
e Prochéazeni vsech moznosti:
— jednodussi vymysleni

— potfebujeme programovat
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presny vysledek (lis{ se v poslednich mistech floatu, ddno nepfesnostmi floatové
reprezentace, exact=True nevrac{ nativn{ float)

pokud se zméni zadani, tak se feseni skoro nezméni

pokud je mnozina elementarnich jeva velka, tak se tento postup nepouzitelny

Simulace:

— jednoduché vymysleni (skoro jako predchozi piipad)

pokud se zméni zadani, tak se feseni skoro nezméni

casova slozitost neni linedrni ve velikosti mnoziny elementdrnich jeva (N krat
vybirdme ndhodny prvek €, coz ¢asto zvladdme v O(log|2|) krocich)

nepfesny vysledek — zavisi na ndhodnych bitech pocitace a poctu pokusu

budeme potfebovat trochu teorie abychom odhadli jak jisti si jsme vysledkem
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7. Nechtf Q jsou vSechny permutace prvnich 100 piFirozenych é&isel, prostor jevii
jsou vSechny podmnoziny 2 a kazdy elementarni jev je stejné pravdépodobny.
Oznaéme jev A, Ze ndhodné zvolend permutace m € ) spliuje 7(j) = j (pro
1 <35 <100). Jsou A;, A nezdavislé jevy?

Reseni:
e Pocet permutaci v A; je piesné 99! (jeden prvek je fixni, zbytek permutujeme), tedy

991 1
Prid;] = To0r = Too

e Pocet permutaci v A; N Ay je presné 98! (dva prvky jsou fixni, zbytek permutujeme),
tedy

PI‘[Al ﬂAg] = — = —

e Dle definice nezdvislych jevii bychom potiebovali Pr[A;] Pr[As] = Pr[A; N Ay] (Defi-
nice, ale to neplati:
1 1

PI‘[Al n AQ} = 7é m = PI‘[Al} PI‘[AQ]

~ 9900

Zamysleme se nad pocitacovym feSenim:

import random

# indexujeme od nuly
def fixed(my_list, j):
return my_list[j] == j

my_list = list(range(100))
N = 100000

A1 =0
for _ in range(N):
random.shuffle(my_list)
Al += 1 if fixed(my_list, 0) else O
Al = A1 /N
print(£f'Pr[A_1] = Pr[A_2] = {A1} (= {1/1001)")

A1A2 = 0
for _ in range(N):
random. shuffle(my_list)
A1A2 += 1 if fixed(my_list, 0) and fixed(my_list, 1) else 0
A1A2 = A1A2 / N
print (f'Pr[A_1 and A_2] = {A1A2} (= {1/9900})")

# MozZny wvysledek:
# Pr[A_1] = Pr[A_2] = 0.00993 (= 0.01)
# Pr[A_1 and A_2] = 0.00012 (= 0.00010101010101010101)

e jednoduchd simulace
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e potfebujeme vice pokusu, protoze potiebujeme odhadnout s vétsi presnosti (mensi
pravdépodobnost, tak abychom nedostali nulu)

e vitbec nemtizeme pouzit hrubou silu, nebot 100! ~ 9.33 - 107, pro predstavu:

pocitaé vykona zhruba 107 instrukei za sekundu

linedrn{ algoritmus (dalsi permutaci najdeme v jednotkovém ¢ase) by trval zhruba
10148 sekund

staif vesmiru se odhaduje na 13.787 - 10° let
jeden rok trvé zhruba - 107 sekund
staif vesmiru je tedy zhruba 4.34 - 10'7 sekund

tedy linearni algoritmus ktery by prosel vSechny permutace 100 prvkové mnoziny
by bézel zhruba 103! st&if vesmiru
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8. Kazdy obdélnik na obrazku je soucéastka, ktera se muze porouchat s pravdépodobnosti p.
Pfesnéji feceno porucha znamend, ze skrz ni netece proud. Poruchy soucastek

jsou na sobé nezavislé. Jaka je pravdépodobnost, Ze stdle potece proud mezi
dvéma puntiky.

e
S I

(©
Q=0 P

Reseni:
(a) J

N,

11

ak postupujeme:

e Jedna soucdstka se neporouchd (tedy je ok, jev O, porouchd jev P) s pravdépodobnosti
Pr[O]=1-Pr[P]=1-p.

e Aby proud tekl, tak vSechny souc¢astky musi byt ok. Tedy néds zajiméa
PI‘[Ol n 02 n 03]
e 7 nezavislosti jevu P, P, mame i nezévislost jevu O1, Oz (tedy jejich dopliku):
\JE Aﬂ-bil i — Chceme:(Pr[A N B] = Pr[A] Pr[B]'pravé tehdy kdyz Pr[A N B] = Pr[A] Pr[B]

= kde A = Q\ 4 je doplné :

_ — 7 minulého pifkladu preuspoirdddnim dostaneme (pro libovolné jevy)
© Pr[A N B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[A U B]
P\ —.ﬁ\ ( ™ — Tedy:
T ,vJ,mLx%*Q'L Ape X P{A B = Pr(7A] + Pr[B| - Pr{AUT]
YJ..‘VG.:&‘ RY; Q Z _
S — Pouzijeme ze AUB=ANB
< — — Tedy piseme:
— - Pr[ANB] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[AU B]
~
> © = Pr[A] 4 Pr[B] — Pr[AN B]
_P\ -—%\ =(1—-"Pr[A])+ (1 —Pr[B])— (1 —Pr[ANB])

=1—Pr[A] — Pr[B] + Pr[A] Pr[B] (z nezévislosti A, B)

— Chteli jsme Pr[A N B] = Pr[A] Pr[B] = (1 — Pr[A])(1 — Pr[B]), coz je akorit
jinak napsany predchozi radek.
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e 7 nezavislosti jevi O1, O2, O3 mame rovnou
PI‘[Ol N 02 n 03] = PI‘[Ol] PI‘[OQ] PI‘[Og]
= (1 = Pr[P])(1 — Pr[P;])(1 — Pr[Ps])
=(1-p’

(b) Druhy piiklad je podobny, ale potiebujeme aby aspori jedna soucdstka fungovala, tedy
chceme

Pr[01 U 02 U 03]

Jako ndpovédu pouzijte pozorovani ze Pr[A U B] = Pr[A] 4+ Pr[B] — Pr[A N B].

Jednodussi postup je, uvédomit si, ze se nemuzou porouchat viechny a pouzit nezavislost,
tedy

PI‘[Ol U0y U 03] =1- PI"[PI NPN Pg]
=1- PI“[Pl] PI’[PQ] PI[P3]
= ]_ —p3

(¢) Kombinace myslenek predchozich.

Samoziejmné muzeme simulovat (vSimnéte si, jak se podminka v indikdtoru mechanicky
prekldpi na vzorec pravdépodobnosti):

from random import choices
from typing import Sequence

# Pravdépodobnost chyby konkrétni souldstky (chyby jsou nezduislé).

p=20.1
# PocCet pokusi.
N = 1000000
def bernoulli_list(k: int, pr: float = p) -> Sequence[bool]:
"""Vract k sampli z Bernoumm\eravdépodobnosti pr.
return choices([True, Falséls—weights=[pr, 1-prl, k=k)
™~ — =2
# e I I +
#o0-— 0 [-—] 1 [|-—] 2 [---o0
# Fo—m—— + A + A +

def proud_tece_a(soucastky: Sequence[bool]) -> int:
"""Indikdtor, jestli proud tece.
soucastky[t] = i-td souldstka je porouchand.
assert len(soucastky) ==

return int(not soucastky[0] and not soucastky[1] and not soucastky[2])
AV n—

nmnn

# Kolikrdat proud tekl z N pokusi.
proud_tekl_a = sum(proud_tece_a(bernoulli_list(3)) for _ in range(N))

- —




(4—r\,\ ° (1" P\ ('\_"\

simulation_a = proud_tekl_a / N

answer_a = (1 - p)#**3 i
error_a = abs(answer_a - simulation_a)

print(f'a) Simulovédno: {simulation_a} (chyba {error_a})')

#b)

# Fo——— +

# RS/ N p—
# | 4= +
# / /
# | #———- +
# o———t-==| 1 [-——+-—0
# | 4= +
# / /
# | #=———- +
# tm]| 2 [t
# Fm——— +

def proud_tece_b(soucastky: Sequence[bool]) -> int:
"""Indikdtor, jestli proud tece.
soucastky[t] = i-td souldstka je porouchand."""
assert len(soucastky) ==
return int(not (soucastky[0] and soucastky[1] and soucastky[2]))
[ o §

—

proud_tekl_b = sum(proud_tece_b(berngulli_list(3)) for _ in range(N))

simulation_b = proud_tekl_b / N

answer_b =/1_— p**3

error_b = abs(answer_b - simulation_b)

print(f'b) Simulovédno: {simulation_bl} (chyba {error_b})')

H oW OR R OR W W W

def proud_tece_c(soucastky: Sequence[bool])
"""Indikdator,/ jestli proud tece.
soucasftky [Z] = 1-td souldstka je porouchand.
assert\1l¢n(soucastky) ==

return not (soucastky[0] and soucastky[1])
nd not soucastkyl2

and (not (soucastky[3] and (soucastky[4] or soucastky[5]))

nmnn

proud_tekl_c = sum(proud_tece_c(bernoulli_list(6)) for _ in range(N))
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simulation_c = proud_tekl_c / N

answer_c = (1 - (p**2)) * (1 - p) * (1 - (p * (1 - ((1 - p)*x2))))
error_c = abs(answer_c - simulation_c)
print(f'c) Simulovédno: {simulation_c} (chyba {error_c})')

# MoZny vysledek:

# a) Simulovdno: 0.728696 (chyba 0.000304000000000082)
# b) Simulovdno: 0.999005 (chyba 5.000000000032756e-06)
# c) Simulovdno: 0.874083 (chyba 1.2000000000012001e-05)
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3.2 Cviceni

1. Hézime cinknutou minci — hlava padne s pravdépodobnosti p € [0, 1), orel padne
s pravdépodobnosti 1 — p. Hazime opakované dokud nepadne hlava.
(a) Jak vypada pravdépodobnostni prostor?
Resend:
e MnoZina elementdrnich jevi: Série hodu, které uvazujeme muzeme kédovat pomoci

H pokud padne hlava, O pokud padne orel, takze bychom mohli mozné série hodu
reprezentovat jako

{H,OH,00H,O00H\OOOO0OH)...

Ale to je ponékud nepra reprgzentovat poctem hodu (posledn{

je urcité hlava, ty pred nim jsou orlov§

Q:{1,2,3,4,.P}

e Prostor jevu: Mdme spoCetnou mnozinu elementdrnich jevu, takze muzeme brat
jako prostor jevu celou potenéni mnozinu mnoziny elementarnich jevi: F = P(Q).

Lehké cviceni z matematické analyzy: dokazte, ze pokud kazdému elementarnimu
jevu pritadime pravdépodobnost, tedy

l_VwGQ: PMGE),I])

pak vime, ze

o’ -

——

W a tento vyraz je dobie definovany (Vzpomeﬁfﬁla absolutni konvergenci, nekle-
DDD \)‘ sajici posloupnost a omezenou posloupnost).

e Pravdépodobnost: Jak jsme vidéli v predchozim bodé, tak staci urcit pravdépodobnost,
ze hodime pravé n-krat, coz je

Pr[{n}] = (1 —p)"'p (pro libovolné n € NT)

protoze napied musi padnout n — 1 orli a pak jedna hlava.

Zkontrolujme jesté, ze se vSe secte na jednicku. Pro jistotu napied zopakujme soucty
geometrické fady.

S = Zn:qj
=0

=l4+qg+¢+...+¢"
=14+q(l+q+¢+...+¢"")

L: 14+q(S—q")

S=1+4q(S—-q¢")

tedy
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S—gS=1—g¢"

1— anrl

S = (pokud ¢ # 1)

1—g¢q

a pro nekonec¢ny piipad

o ) n )
20 = fim >
Jj=

§=0
1— n+1
n—oo 1 —gq
1
“1T% (pokud [g| < 1)

Ted uz mtZzeme aplikovat piedchozi pro nasi pravdépodobnost:

Y Prl{ni]=) (1-p)"'p

nen nen
=p(l+(1-p)+(1-p°+..)
=1
(b) Jaka je pravdépodobnost, ze hodime pravé trikrat (n-krat)?

Reseni: To uz jsme urcili v predchozim bodé, ale tato vlastnost je tak dilezitd, ze to
radsi zopakujeme:

Pr[{n}] =1 -p)" 'p (pro libovolné n € NT)

Pripemenme, ze tomuto se také nékdy rika geometrické rozdéleni. Dejte pozor na to, ze
0 <gd <1 (proc?).Hodif se, kdyz pii hodu kostkou hézime znovu a zajima nds celkovy
pecet hodu.

(c) Jaka je pravdépodobnost, ze hodime nejvys tiikrat (n-krat)?

Reseni: Vyuzijeme soucet geometrické posloupnosti:

Pr[{1,2,...,n}] = Zp(l —p)it

=p) (1-py"
j=1

1—(1—p"
“PTSog
=1-(1-p)"

(d) Jaka je pravdépodobnost, ze hodime lisekrat?
Reseni: Opét piimy vypocet:
Pr[{1,3,5,7,..}] = > _p(1 —p)*
j=0

=py (1-p)*

Jj=0
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(e) Simulujte piedchozi.
Reseni:

from random import random

def geometric(pr: float = 0.5) -> int:

"""pr 45 success probability, return the number of tosses until
the first success.”"""

assert pr > 0,

sample = 1

. _ ettt O
fail_ =1 - ooe
w‘lﬁlepzanﬁm_()pifail_pr: Mm&m() & YQ \ 1}

sample += 1
return sample

| -
g frewe 3%
N = 1000000 # Pokusu r\\)
pr = 0.3 —5“~\\:ﬁ

—
exactly_three_sim = sum(intéggbmetric(pr) == 3) for _ in range(N))//'N
exactly_three = pr * (1 - pr)#**2 wz2o e

print(f'a) Pr[t¥i] = {exactly_three_sim} (= {exactly_three})')

at_most_three_sim = sum(int(geometric(pr) <= 3) for _ in range(N)) / N
at_most_three = 1 - (1 - pr)#**3
print(£'b) Prlnejvys tf¥i] = {at_most_three_sim} (= {at_most_three})')

odd_number_sim = sum(int(geometric(pr) % 2 == 1) for _ in range(N)) / N
odd_number = pr / (1 - (1 - pr)**2)
print(f'c) Pr[lisekrat] = {odd_number_sim} (= {odd_number})')

# MoZny vystup:

# a) Prltri] = 0.147168 (= 0.14699999999999996)

# b) Prlnejvys t7i] = 0.65664 (= 0.657)

# c) Prl[lisekrat] = 0.58815 (= 0.5882352941176471)
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2. Hodime cinknutou korunou (panna s pravdépodobnosti p; € [0,1]) a cinknutou
dvoukorunou (panna s pravdépodobnosti ps € [0,1]). Oba hody jsou na sobé
nezavislé. =

(a) Urcete pravdépodobnostni prostor.
Resend:
o MnoZina elementdrnich jevi:

Q= {P1P5, PLO3,0,P»,0:05}

kde P je panna O orel a index ukazuje na které minci to padlo.
e Prostor jevi:
F=P(Q)

e Pravdépodobnost: uréime znovu jen na jednoprvkovych jevech (na obecném jevu
suma):

Pr[{P1P}] = pip2

]
Pr[{P102}] = p1(1 — p2)
PI‘[{O1P2}] = (1 —p1)p2
Pr[{0:102}] = (1 — p1)(1 — p2)

(b) Pripomeénte si definici podminéné pravdépodobnosti (Definice .

OL_P(\ (c) Spocitejte pravdépodobnost Pr[na obou padne panna | na koruné padne panna].
\ ,_,j-\ Reseni: Jev A ,na obou padne panna® je formélné A = {P1 P}, jev B ,na koruné

‘kﬁ\ padne panna®“ je formélné B = {P; P, PO} (md pravdépodobnost ostie vétsi nez
/\7 jedna). Pak podminéna pravdépodobnost je:

RIAIBY = RTAS

n - L
ha praSimneres RN A

?LA\B tedy
U—L Pr{Pi P} N (P Py, PLOsY] ¢~ D -
P Q) , PHARY B PO = =St ﬁ&\iﬂ-mffm\n}

_ _ Pr{~ R}
? ~ Pr[{P1Py, PO, = ?ntk’lm
Z _ P1p2 A
p1p2 +p1(1 — p2) rasR
OL =ps (coz ddvd smysl, protoze ty hody jsou nezdvislé
=

(d) Spocitejte pravdépodobnost Prlna obou padne panna | padne aspon jedna panna].
Reseni: Jev A ,na obou padne panna“ je formalné A = {PP,}, jev B ,aspoi jedna

panna“ je formélné C' = {P, P, PiO2,01P;} (mé pravdépodobnost ostie vétsi nez
jedna). Pak podminéna pravdépodobnost je:

Pr{P1 Py} N {P1 Py, P10, 01 Py }]
Pr[{P P2, P1O2, 01 P }]

_ Pr{P P, }]

~ Pr[{P1Py, P02, 01 P,}]

Pr[{P1P2} ‘ {P1P2,P102,01P2}] =
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_ pP1p2
pip2 +p1(1 —p2) + (1 —p1)p2

(e) Simulujte:
Reseni:

from random import random

def toss(weights)+—= LQJ[QN-,Q ] N

"""True = panna, False = Orel"""
———————
coins = [False] * len(weights)

for i in range(len(weights)):
coins[i] = random() < weights[i]

return coins L“""-_____““——‘-———l

N = 1000000
“pi
p2

0.1 # panna na prvni mince

0.6 # panna na druhé minct

obe_panna = 0
prvni_je_panna = 0O
aspon_jedna_panna = 0O

for _ in range(N):
coins = toss(weights=[pl, p2])
if all(coins):
obe_panna += 1
if coins[0]:
prvni_je_panna += 1

if any(coins):
aspon_jedna_panna += 1

pr_c_sim = obe_panna / prvni_je_panna 'ﬂ\r P"PZ ‘ P'13

pr_d_sim = obe_panna / aspon_jedna_panna QQI'P(?Z—I ’Pn adlls Pg-]

pr_c = p2 =
pr_d = pl * p2 / (p1 * p2 + pl * (1 - p2) + (1 - pl) * p2)

print (£ 'Pr[ob& pannal|koruna pannal] = {pr_c_sim} (={pr_c})')
print (f 'Pr[ob& panna|aspoii jedna pannal] = {pr_d_sim} (={pr_d})"')

# MozZny vystup:
# Pr[obé pannalkoruna pannal] = 0.6017034618418556 (=0.6)
# Pr[obé panna/asponi jedna pannal] = 0.09411977858579801 (=0.09375)
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3.

® D

kvétina ma bily kvét s pravdépodobnosti
nahodna kvétina ma cerveny kvét je

kvétina je jedovaté je,Pr[J | C] = 0.25. Pravdépodobnost Ze bila kvétina je je-
dovatd je Pr[J | B] = 1'712 Snédli jsme nahodnou rostlinu a je nam zle, jaka je

pravdépo%i—f)nost %e ta rostlina méla cerveny kvét?

KAPITOLA 3. RESENI

o cervené kvéty. Nahodna
tedy pravdépodobnost ze
Pravdépodobnost Ze Cervena

Reseni: Reseni 1 - pouziti Bayesovy véty (Véta jako stroj:

e Mame €2, coz je mnozina vSech kvétin.

e Mame rozklad Q (vime, Ze kvetou bud bile nebo éervené), tedy jevy By = B, By = C.
Vime Pr[J | C]iPr[J | B].
Zajima nés Pr[C | J].

—
Dosadime do vzorce:

- Pr[J | C] Pr[C]
( PrC | J] = Pr[J | C]Pr[C] + Pr[J | B] Pr[B]

_ 0.25 - 0.4
~0.25-0.4+ (1/12)- 0.6 7
=2/3

p—

P

Reseni 2 — pouzijeme predstavivost a kreslime:

e Necht je na louce 100 kytek. \OQ '?-\Q\

Takze bilych je 60.
. 3 L /K
Cervenych je 40. me M 6’0 x L‘Qbao‘\

Jedovatych cervenych je 10.

Jedovatych bilych je 5.

Jedovatych je 1_5‘ (to je jmenovatel v Bayesové véte).

. Pravdépodobngs-,.t ze kytka je cervend kdyz je jedovatd je 10/15 = 2/3.

Par poznamek: T =
e Cisla byla hezks, takze druhy postup je jednoduchy.

e Naprostd vétsina lidi nezvldda tento typ tlohy. Takze si nejlépe osvojte oba postupy.
Prvni je super pro pocita¢, druhy pro rychly odhad.

Muzeme zkusit 1 naivn{ simulaci:

from enum import Enum
from random import random

def bernoulli(ﬁf: float = 0.5) -> bool:
return random() < pr

class Color (Enum) :
RED = 1
WHITE = 2
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class Plant:
nn IIRandom plant . mnimnn
def init__(self):

if bernoulli(0.6): : ~T:

self.color = Color.WHITEL
self.is_poisonous = bernoulli(1/12)
———
else:
self.color = Color.RED
self.is_poisonous = bernoulli(0.25)

——

—>SN = 1000000 # Pokustu
—=)poisonous = 0 # Kolik jsme vidélt jedovatych rostlin.
—a)poisonous_red =0 # Kolik z téch jedovatych bylo Cervenych

for _ in range(N):
=7p = Plant()
if p.is_poisonous:
——:ypoisonous +=1
if p.color == Color.RED:
<> poisonous_red += 1

assert poisonous > 0, "Pravd&podobnost Pr[A|B] neni definovand pokud Pr[B]=0"

print(f'Videli jsme {poisonous_red} Eervenjch jedovatych rostlin') —

print(f'z celkem {poisonous} jedovatjch rostlin')

print(f'tedy Pr[cervend|jedovatd] = {poisonous_red/poisonous} (= {2/3})')
Y

# MozZny vystup:

# Vidéli jsme 100562 Cervenych jedovatych rostlin

# z celkem 150617 jedovatych rostlin

# tedy Pr[Cervend/jedovatd] = 0.6676669964213867 (= 0.6666666666666666)
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4. 'V prvni krabici je b bilych mickt a ¢ ¢ervenych mickia, ve druhé krabici také.
Napied vytdhneme jeden micek z prvni krabice (uniformné nihodné) a ddme
ho do druhé krabice. Pak vytidhneme jeden micek z druhé krabice (uniformné
ndhodné). Jak4 je pravdépodobnost, ze mi¢ek vytazeny z druhé krabice je ¢erveny?

(a) Navrhnéte vhodny pravdépodobnostni prostor.
Resend:
o Mnozina elementdrnich jevi: Q@ = {B1Ba, B1Ca, C1Ba, C1C2} kde By By znaci ze

jsme z prvni krabice vytahli bily mféek@ a':;l'i‘ho—a(m'rgh'é\krabice) a pak jsme z
druhé krabice vytdhli bily micek. ..

e Prostor jevi: F = P(Q).

e Pravdépodobnost: znovu jen pro jednoprvkové jevy

PI‘[{BlBQ}] =

PiltCal = (7

Pri{C1B,}] = (bic) <b+?—kc

PﬂﬂLCbH<bic> (biiiﬂ:

(b) Spocitejte tu pravdépodobnost, kterou jsme chtéli.

Reseni: Pouzijeme podminénou pravdépodobnost (a projdeme moznosti, co se stane).

Pr[2. ¢erveny] = Pr[2. ¢erveny | 1. bily] Pr[1. bily] + Pr[2. ¢erveny | 1. éerveny] Pr[1. Gerveny]
c b c+1 i ——
“btltcbtc brltchbte
be clc+1)
G+l +ito robrito
o clbte+1)
) b+ (b+1+¢)

(gw\ ol b—T—c

A to samé bychom dostali i pfimo z rozepsani:

ritigy o= () (i) + (752) (7575

b+c

(¢) Simulujte.
Reseni:
import random

bilych = 15
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cervenych = 37

Tl i )
kbelik_1 = ['B'] * bilych + ['C'] * cervenych = E \.b‘.‘-bl . B C ... C}
kbelik_2 = ['B'] * bilych + ['C'] * cervenych vl '
N = 1000000 ) I I-Q
—>cervenych_z_druheho = 0 ﬂﬁ‘he‘ebtj e

for _ in range(N): f’__\‘_’J_,————'___-‘\\
druhy_kbelik = kbelik_2 + [random.choice(kbelik_1)]

") assert len(druhy_kbelik) == 1 + len(kbelik §) T
if random.choice(druhy_kbelik) == 'C':

cervenych_z_druheho += 1 <¥— ‘S

vysledek = cervenych / (cervenych + bilych) N\
print (f'Nasimulovali jsme {SEEXEEXEE;E:SEEEEhiﬁN} (={Vyé{edek})')

# MoZny vystup:
# Nasimulovali jsme 0.711212 (=0.7115384615384616)
—_
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Tento piiklad je vymysSleny, zejména cisla nesedi a realny svét je malinko

slozitéjsi (tim se jesté budeme zabyvat), ale informace v ném nejsou daleko

od pravdy. V zemi nam #adi nemoc C.
——
e Prostor elementarnich jeviu (sample space) (2 jsou vSichni obéané.

e Oznaéime C* C ) mnozinu vSech lidi, kteii dnes maji aktivni nemoc C,
oznac¢ime C~ = Q\ C" zdravé lidi. —

e Umime uniformné ndhodné samplovat lidi, tedy Vw € Q: Pr[{w}] = 1/|Q| (tady
w je jeden clovek). _

Test ndm pro libovolného ¢lovéka odpovi ze je ¢lovék zdravy nebo nemocny.
Znaé¢me TF C Q) mnozinu lidi pro které test odpovi, Ze jsou nemocni. Znaéme
T- = Q\ TT mnozinu lidi pro které test odpovi, Ze jsou zdravi. Ale neni to
tak jednoduché, v pribalovém letaku testu se pise:

LS
~> Sensitivity: (true positive) Pr[T+ :C+ =0.9
—> Specificity: (true negative) Pr[T~ | C~] =0.8

———.

z tohoto muzeme odvodit chyby:

— False positive = false alarm = type I error

Tt [CY =1-Prr | 0] =02 &~

—_)

— False negative = miss = type II error
Pr[T~ |CT]=1-Pt[T" | Ct] =0.1
e T

e Provedli jsme jeden test u kazdého z uniformné ndhodné vybranych 50000
[T+] — 1000 __

lidi a pozitivnich testt vyslo 1000. Tedy predpokladame, ze Pr 55000 =
) % = 0.02 (jak moc je tento predpoklad opravnény budeme zKoumat nadale).

e Zajima nas Pr[CT| (vyndsobeno 100 ndm d4 po¢et nemocnych v procentech).

(a) V ¢em se toto lisi od reality?
Reseni:
e Zejména v tom ndhodném testovani. Uvédomte si, ze trasovani nevybira lidi ndhodné.

Ve skutecnosti je velmi tézké vybrat ndhodného ¢clovéka (vice o tom pozdéji).

e Sensitivita a specificita jsou opravdu dilezité parametry testu (nezavisi na tom jaké
je procento nemocnych). Jejich vyhoda je, Zze pokud zndme Getnost nemoci v po-
pulaci, pak muZeme pomoci Bayesovy véty spocitat pravdépodobnost, ze ndhodné

dalsi test, abychom si byli jisti (viz domédci dkol).

e Sensitivita a specificita se urcuji experimentdlné, tedy je nezndme piesné (muzete
zkusit v simulaci co to udéld).

e Milion komplikaci pii popisu skute¢ného svéta, naptiklad nevime na ¢em zdvisi
pravdépodobnost chyby prvniho nebo druhého druhu (t¥eba je pro danou krevnf
skupinu false positive pravdépodobnéjsi. . . ).

(b) Spocitejte Pr[CT].
Reseni: Vyuzijeme vétu o tplné pravdépodobnosti: pokud By, By € F je rozklad
(tedy By N By = () a navic By U By = (), pripomenime ze véta plat{ i pro spocetny
rozklad Bj, Bs,...), pak pro libovolne A= F mame

Pr[A] = Pr[A | B1|Pr[B;] + Pr[A | B2] Pr[Bs]
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m preusporadame
AN —_—
C C

Pr[T*] = Pr[TT | CT|Pr[CT] 4 Pr[TF | C7)(1 — Pr[CT])
Pr[T") = Pr[T" | CT)|Pr[CT] + Pr[TT | C7] — Pr[TT | C7]Pr[C]
Pr[T"] = (Pr[TT | CT]| = Pr[TT | CT])Pr[CT] + Pr[T | C7]
~ Pr[Tt]—Pr[TT | C7]
PﬂC+M_PﬂT+\C+nyﬂT+|Cﬂ
0.02 —0.2
0.9—-0.2
Pr[C*] ~ —0.257
o

Pr[CT] =

(c) Co se stalo spatné?
Reseni: Takova data bychom necéekali ani kdyby viichni byli zdravi (vyslo ndm piilis
maélo pozitivnich). Takze jsme rozhodné netestovali ndhodny vzorek populace.

(d) Jak by vyslo pfedchozi kdyby Pr[T" | C*] = 0.99,Pr[T~ | C~] = 0.98,Pr[T"] =
0.27 = LD

Pr[T*] — Pr[TT |
+1 —

P = s e e o)
0.2-0.02
~0.99 —0.02

Coz ddva smysl (je spis pravdépodobné,
nez naopak).

dravého chybné oznacime za nemocnéh

(e) Simulujte pfedchozi.
Resent:

from random import random

def bernoulli(pr: float = 0.5) -> bool:
return random() < pr

class Human:
"t _qllness_probability s our(émk:nown! e
_illness_probability = 0.185
E& —_— Gio_olo.'llo.?' ..-'O.cll 703

"""Random human. """
def __init__(self):
self.is_ill = bernoulli(Human._illness_probability)
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class IllnessTest:

~9 sensitivity = 0.99 # = Pr[T+/C+] R /
—> specificity = 0.98 # = Pr[T-/C-] -
def test(h: Human) -> bool:
"""Return True <1f the test says h s 2l1."""
if h.is_ill:
~ return bernoulli(IllnessTest.sensitivity)
else: - -

return not bernoulli(IllnessTest.specificity)
r‘ﬂéi: AAJUMﬁd1nw?5
N = 50000 # Number of samples
f samp
-~ false_positives = 0
> P

—> true_positives = 0
~»1l1_humans = 0O

for _ in range(N):
h = Human()
if h.is_ill:
i1l _humans += 1
if IllnessTest.test(h):
# The test 1s posizige and the human s %ll. Ci?

N o T ——
true_positives += 1
else: L--____““——-__-__J

if IllnessTest.test(h):
# The test is posttive and the human s healthy.
false_positives += 1
\ P A

—)| pr_positive_test = (true_positives + false_positives) / N
—=>\pr_true_positive = true_positives / ill_humans)
r_false_positive =-félse_positives / (N - ill_humans)
=> illness_estimate = ((pr_positive_test - pr_false_positive)
/ (pr_true_positive - pr_false_positive))

print (f'Pr[positive test]={pr_positive_test}')

print (f'Pr[false positive]l={pr_false_positive} (={1-IllnessTest.specificity})"')
print (f'Pr[true positivel={pr_true_positive} (={IllnessTest.sensitivity})')
print (f'Pr[nemoc]={illness_estimate} (={Human._illness_probability

o

# MozZny wvystup:
— # Prlpositive test]=0.1976 0.2
# Prlfalse positive]=0.01945124938755512 (=0.020000000000000018)
# Pr[true positivel=0.989760348583878 (=0.99)
# Prlnemoc]=0.1836 (=0.185)
-/——*-
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6. V Supliku mam b € N paru bilych, ¢ € N paru ¢ernych ponozek a s € N parua
sepranych ponozek. Potifebuju si vytadhnout ¢tyfi pary ¢ernych ponozek (jedu na
prodlouzeny vikend tancovat). Kdyz vytahnu étyfi ndhodné pary ponozek (mam
je napdrované v supliku), jakd je pravdépodobnost, Zze viechny budou ¢erné?

Reseni: Dle definice podminéné pravdépodobnosti (Definice b muzeme napsat (kterd
pravdépodobnost mus{ byt nenulova?):

Pr[AN B] = Pr[A]Pr[B | A
Pr[ANn BN C] =Pr[A]Pr[B | A]Pr[C | AN B

Tedy muzeme psat Cq, Cs, Cs3, Cy jevy, ze prvni, druhy, tieti, ¢tvrty par vytazenych ponozek
jsou ¢erné.

PI‘[Cl n CQ N 03 n 04] = PI‘[Cl] PI‘[CQ I Cl] PI‘[Cg | Cl n 02] PI‘[C4 | Cl n Cg N 03}

_ c c—1 c—2 c—3
" \b+4c+s b+c—1+s b+c—2+s b+c—3+s

Mohli bychom spoéitat kolik je ¢tvefic ¢ernych ze vsech ¢tveric (ale predchozi postup byva
uzitecny):

(2)
(b+z+s)

Pr[C’1 N 02 n 03 n 04] =

from random import sample
from scipy.special import comb

10 # bilych ponozek
c = 156 # cernych ponozek
5 # sepranych ponozek

suplik = ['B'] * b + ['C'] *x ¢ + ['S'] * s

N = 1000000
cernych = 0
for _ in range(N):
vyber = sample(suplik, k=4)
if vyber == ['C'] * 4:
cernych += 1

pr_vsechny_cerne = c*(c-1)*(c-2)*(c-3) / ((b+c+s)*(b+c-1+s)*(b+tc-2+s)*(b+c-3+s))
print(f'Pr[4 cerne] = {cernych/N} (={pr_vsechny_cerne})')

pr_vsechny_cerne_komb_cislo = comb(c, 4, exact=True) / comb(b+c+s, 4, exact=True)
assert abs(pr_vsechny_cerne - pr_vsechny_cerne_komb_cislo) < 0.000001

# MoZny vystup:
# Prl4 cerne] = 0.049479 (=0.04980842911877394)
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7. Na stole jsou dvé obélky, v jedné je k korun, ve druhé ¢ korun (k,¢ € N). Muzete
oteviit jednu obalku a na zdkladé sumy v ni se rozhodnout jestli si nechate tu
otevienou nebo si vezmete tu druhou (nehledé na to, kolik je v té druhé). Umite
vymyslet zpusob jak odejit s tou s vétsim obnosem s pravdépodobnosti ostie
vétsi nez jedna polovina?

Reseni: Uniformné ndhodné zvolime prvni obalku. Pokud vidime m korun, pak hazime
spravedlivou minci, dokud nepadne hlava. Pokud celkovy pocet hodu je ostie mensi nez m,
pak si obalku nechame, jinak si vezmeme tu druhou. Kdyz k < ¢ tak pravdépodobnost, ze
vyménime obdlku s k& korunami je ostie vétsi nez pravdépodobnost, ze vyménime obéalku s ¢
korunami.

from random import randint
from random import random

def geometric(pr: float = 0.5) -> int:
"""pr 4s success probability, return the number of tosses until
the first success."""
assert pr > 0O
sample = 1
fail pr = 1 - pr
while random() < fail_pr:
sample += 1
return sample

# Our unknown amounts.
envelopes = [5, 10]

N = 1000000 # Number of samples.
total_amount = 0 # Total sum that we got during all samples.
got_larger = 0O # Number of times we walked away with the larger sum.

for _ in range(N):
# Pick the first envelope at random.
chosen = randint(0, 1)
if geometric() < envelopes[chosen]:
# Keep this one.
pass
else:
# Choose the other.
chosen = 1 - chosen
if envelopes[chosen] >= envelopes[l - chosen]:
got_larger += 1
total_amount += envelopes[chosen]

print (f'Pr[selected larger] = {got_larger / N}')
print(f'E[win] = {total_amount / N}')

# Possible outcome:
# Pr[selected larger] = 0.530087
# E[win] = 7.650435



