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Tento text neni urcen k $iteni. VSechny chyby v tomto textu jsou samoziejmé zamérné. Reportujte
je prosim na adresu kralka@iuuk.mff.cuni....
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Kapitola 1

Zadani

1.1 Cviceni

1. Uvodnf informace:
(a) Slysite me vsichni dobfe?
(b) Literatura.
(c) Pravidla zdpoctu (doméci tkoly).
Regent: |I|
2. Jak se generuje ndhoda programem.
e Python3
o C++
e R
Resent:
3. Pripomente si definici pravdépodobnostniho prostoru (Definice [2.1)). Urcete, co je
e mnoZina elementdrnich jevi (sample space), tedy mnozina €2,
e prostor jevi (event space), tedy mnozina F C P(£2),
e pravdépodobnost (probability), tedy funkce Pr: F — [0, 1]
pro nésledujici priklady:

(a) Hod spravedlivou alkoholovou trojhrannou tuzkou (neni to kostka kvili popisu prostoru
jevia):

import random

drink = random.choice([
"svétlé pivo",
"tmavé pivo",
"slivovice",

D
(b) Uniformné ndhodné &islo z intervalu [0, 1).

import random
print (random.random())
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Regent: E|
4. Dokazte, 7e Pr[AU B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[A N B.
Resent:
5. Zopakujte si zakladni kombinatoriku:
e Kolik je ruznych permutaci mnoziny {A, B,C}?
e Kolik ruznych slov sklddajicich se z pismen {4, B} ma délku 37
e Kolik ruznych podmnozin mnoziny {A, B, C, D, E} m4 velikost 37
e Kolik ruznych kombinaci s opakovdnim z mnoziny {4, B,C, D, E} velikosti 3?
Resent:

6. Jaka je pravdépodobnost, Zze pii hodu Sesti rozlisitelnych spravedlivych Sestisténnych kostek
padnou aspon na tfech kostkach aspon tfi? Jaky je mnozina elementarnich jevi, prostor jeva
a pravdépodobnost?

Resent: El

7. Necht Q jsou vsechny permutace prvnich 100 pfirozenych &isel, prostor jevi jsou véechny
podmnoziny {2 a kazdy elementéarni jev je stejné pravdépodobny. Ozna¢me jev A; ze ndhodné
zvolend permutace 7 € €2 spliuje w(j) = j (pro 1 < j < 100). Jsou Aj, As nezavislé jevy?

Resenf:

8. Kazdy obdélnik na obrazku je soucdstka, ktera se muze porouchat s pravdépodobnosti p.
Presnéji feceno porucha znamend, ze skrz ni netece proud. Poruchy soucastek jsou na sobé
nezavislé. Jaka je pravdépodobnost, ze stile potece proud mezi dvéma puntiky.

(a) (b)

—

(©)

Resent:

1.2 Cviceni

1. Héz{me cinknutou minc{ — hlava padne s pravdépodobnosti p € [0, 1), orel padne s pravdépodobnost{

1 — p. Hazime opakované dokud nepadne hlava.
a) Jak vypada pravdépodobnostni prostor?

b
(¢

(d) Jaka je pravdépodobnost, ze hodime lisekrdt?

(
(b) Jakd je pravdépodobnost, ze hodime pravé tiikrat (n-krét)?

Jakd je pravdépodobnost, ze hodime nejvys tiikrdt (n-krdt)?

)
)
)
)
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(e) Simulujte piedchozi.
Resent: |I|
2. Hodime cinknutou korunou (panna s pravdépodobnosti p; € [0, 1]) a cinknutou dvoukorunou
(panna s pravdépodobnosti ps € [0,1]). Oba hody jsou na sobé nezivislé.
(a) Urcete pravdépodobnostni prostor.
(b) Pripomérite si definici podminéné pravdépodobnosti (Definice .
(c) Spocitejte pravdépodobnost Pr[na obou padne panna | na koruné padne pannal.
(d) Spocitejte pravdépodobnost Pr[na obou padne panna | padne asponi jedna panna).
(e) Simulujte:
Resent: [2]
3. Na louce rostou kvétiny, které maji bud bilé nebo cervené kvéty. Nahodnd kvétina m4 bily
kvét s pravdépodobnosti Pr[B] = 0.6, tedy pravdépodobnost ze ndhodna kvétina m4 Gerveny
kvét je Pr[C] = 0.4. Pravdépodobnost ze ¢ervend kvétina je jedovatd je Pr[J | C] = 0.25.

Pravdépodobnost Ze bild kvétina je jedovatd je Pr[J | B] = 1/12. Snédli jsme ndhodnou
rostlinu a je nam zle, jaka je pravdépodobnost, ze ta rostlina méla cerveny kvét?

Reéem’:@
4. V prvni krabici je b bilych micka a ¢ Gervenych micku, ve druhé krabici také. Napied
vytdhneme jeden micek z prvni krabice (uniformné ndhodné) a ddme ho do druhé krabice.

Pak vytdhneme jeden micek z druhé krabice (uniformné ndhodné). Jakd je pravdépodobnost,
ze micek vytazeny z druhé krabice je ¢erveny?

(a) Navrhnéte vhodny pravdépodobnostni prostor.
(b) Spocitejte tu pravdépodobnost, kterou jsme chtéli.
(¢) Simulujte.
Reéem’:m
5. Tento piiklad je vymysleny, zejména ¢isla nesedi a redlny svét je malinko slozitéjsi (tim

se jeSté budeme zabyvat), ale informace v ném nejsou daleko od pravdy. V zemi ndm fadi
nemoc C.

e Prostor elementdrnich jevu (sample space) € jsou vSichni ob¢ané.

e Ozna¢ime CT C Q mnozinu vsech lidi, ktef{ dnes maji aktivni{ nemoc C, oznaéime

C~ =Q\ CT zdravé lidi.

e Umime uniformné ndhodné samplovat lidi, tedy Vw € Q: Pr[{w}] = 1/|9| (tady w je
jeden ¢lovek).

e Test nam pro libovolného clovéka odpovi ze je ¢lovék zdravy nebo nemocny. Znac¢me
Tt C Q mnozinu lid{ pro které test odpovi, Ze jsou nemocni. Znatme T~ = '\
T+ mnozinu lidi pro které test odpovi, Ze jsou zdravi. Ale neni to tak jednoduché, v
ptibalovém letaku testu se piSe:

— Sensitivity: (true positive) Pr[TF | CT] =0.9
— Specificity: (true negative) Pr[T~ | C7] = 0.8
z tohoto muzeme odvodit chyby:

— False positive = false alarm = type I error

Pr[Tt|C7]=1-P1[T~ |C7] =02
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— False negative = miss = type II error

Pr[T~ | Ct]=1-PI"|Ct]=0.1

e Provedli jsme jeden test u kazdého z uniformné ndhodné vybranych 50000 lidi a po-
zitivnich test vyslo 1000. Tedy predpokladdme, ze Pr[TF] = A0 — L = 0.02 (jak
moc je tento predpoklad oprdvnény budeme zkoumat nadéle).

e Zajima néas Pr[Ct| (vyndsobeno 100 ndm d4 pocet nemocnych v procentech).

(e) Simulujte predchozi.
Regent:
6. V Ssupliku mam b € N part bilych, ¢ € N paru ¢éernych ponozek a s € N paru sepranych
ponozek. Potfebuju si vytdhnout ¢tyfi pary ¢ernych ponozek (jedu na prodlouzeny vikend

tancovat). Kdyz vytdhnu ¢tyii ndhodné pary ponozek (mam je napdrované v supliku), jakd
je pravdépodobnost, ze vSechny budou cerné?

Reseni: @

1.3 Cviceni

1. Rozmysleme si, pro¢ nezavislost vice jevu neni to samé jako nezavislost po dvou.

(a) Najdete jevy A, B, C takové, ze jevy jsou po dvou nezavislé, ale Pr[A N B N C| #
Pr[A] Pr[B] Pr[C].

(b) Najdéte jevy A, B, C takové, ze Pr[A N BN C| = Pr[A] Pr[B] Pr[C], ale jevy nejsou po

dvou nezavislé.
Resent: |I|
2. Hazite dvéma rozlisitelnymi kostkami.
(a) Urcete vhodny pravdépodobnostn{ prostor.

(b) Spocitejte pravdépodobnost, ze aspon na jedné kostce padla Sestka, kdyz vite jaky
soucet padl.

Regenf:
3. V truhle je sto minci. Z nich 99 je normalnich, ale jedna m& na obou strandch orla.
(a) Urcete vhodny pravdépodobnostn{ prostor.

(b) Vytdhneme ndhodnou minci a Sestkrat s ni hodime, pokazdé padne orel. Jak4 je pravdépodobnost,
7e jsme si vytahli dvouorlovou minci? (Zkuste napted odhadnout, pak spocitat.)

(c) Simulujte.
Reseni:
4. Ptipomenme co je ndhodnd veli¢ina a jeji stfedni hodnota.

Co kdyby pravdépodobnost kostky nebyla uniformni?
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Regent: |Z|

5. Na stole jsou dvé obdlky, v jedné je k korun, ve druhé ¢ korun (k,¢ € N). Muazete oteviit
jednu obéalku a na zdkladé sumy v ni se rozhodnout jestli si nechate tu otevienou nebo si
vezmete tu druhou (nehledé na to, kolik je v té druhé). Umite vymyslet zpusob jak odejit
s tou s vétsim obnosem s pravdépodobnosti ostie vétsi nez jedna polovina? Urcete stiedni
hodnotu vyhry.

Resent:
6. Spocitejte stiedni pocet porovnani quick-sortu:

from random import randint

def partition(arr, begin, end):

pivot_i = randint(begin, end - 1)

(arr[pivot_il, arr[end-1]) = (arr[end-1], arr[pivot_il)

pivot = arr[end - 1]

i = begin

for j in range(begin, end):

if arr[j] < pivot:

(arr[il, arr([jl) = (arr[jl, arr[il)
i+=1

(arr[i], arrl[end-1]) = (arr[end-1], arr[i])

return i

def quick_sort(arr, begin, end):
if end <= begin:
return
p = partition(arr, begin, end)
quick_sort(arr, begin, p)
quick_sort(arr, p+l, end)

(a) Uvedomte si, ze kazdd dvé ¢isla porovnéte nejvys jednou (pokud se zddné ¢islo neo-
pakuje). Pro jednoduchost budeme piedpoklddat, ze se ¢isla neopakuji (jinak bychom
museli mluvit o jejich pozici v utfidéném poli).

(b) Vytvoite vhodny pravdépodobnostni prostor.

(¢) Definujte ndhodnou proménnou urcujici pocet porovanych dvojic, vyjddiete ji jako
soucet jednodussich a pouzijte vétu o linearité stfedni hodnoty.

(d) S jakou pravdépodobnosti provede quick-sort aspor 10nIn(n) porovnani?

e Scitdme n kladnych redlnych ¢isel aq, as, ..., a, € [0,00). Vime, ze

zn:ai =5
i=1

Pro kolik z téch ¢isel plati a; > 5S/n?

e Co kdybychom ta &isla scitali vdzené? Tedy formalné: méjme ndhodnou proménnou
o které vime Pr[X = j] proj € {1,2,...,m} (kde pro jednoduchost predpokldddme
Z;.nzl Pr[X = j] = 1, tedy ze X md hodnoty 1,2,...,m). Vime E[X] = Z;nzl jPrX =
j] = S. Jakd je pravdépodobnost Pr[X > 55]?

e Gratuluji, vymysleli jste Markovovu nerovnost.
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e Casto byvé mnohem jednodussi pouzit Markovovu nerovnost nez pifmo poéitat
pravdépodobnost. Obéas muzeme dostat i silnéjsi odhady pomoci Cebysevovy nebo
Cernovovy nerovnosti. Na to budeme potfebovat rozptyl a dalsf znalosti o ndhodnych
proménnych.

Regent: Bl

1.4 Cviceni

1. Hézim micem na koS. V kazdém pokusu mém pravdépodobnost p ze se trefim (jednotlivé
hody jsou nezdvislé). Skon¢im po prvnim zdsahu. Ozna¢me X celkovy pocet hodu.

(a) Jaké je pravdépodobnostni rozdéleni X (tj. distribuce)? Jinak fe¢eno urcete pravdépodobnostni
funkei px (tj. pro kazdé = urcete px(x) = Pr[X = z]).

(b) Jaka je Pr[X > 10| X > 5]?
Jakd je E[X]?
Jakd je E[X | X je sudé]?

)
()
(d)
(e) Simulujte.
Resent:

2. V testu je 20 otdzek s volbami a,b,c,d. Za spravnou odpovéd (vzdy je jen jedna odpovéd
spravnd) je 1 bod, za $patnou —1/4 bodu, za nevyplnénou otdzku nula. Kazda otdzka je s
pravdépodobnosti p jednou z téch, co se Kvido nauéil a tedy znd spravnou odpovéd. Pokud
spravnou odpovéd neznd, vi o tom, a miiZe se rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jaké je stFedni hodnota po¢tu bodu, které Kvido ziskd, pokud bude odpovidat jenom
otéazky, u kterych znd odpovéd?

(b) A co kdyZ bude tipovat, kdyZ nezn4d spravnou odpovéd?

(c) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd’, aby byly odpovédi v ¢dstech
a, b stejné?

(d) Simulujte.
Resent:

3. Ze standardniho balicku s 52 kartami vytahneme dvé karty. Oznac¢ime X pocet vytazenych
es, Y pocet krali. Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkei px y a také marginalni pstni
funkce px, py.

Regent:

4. Chceme nasbirat vSechny z n druhu kupont. MuZeme si koupit jeden kupon, ktery mé
uniformné ndhodny druh. Kolikrat musime koupit kupon, nez posbirame vSechny?

(a) Jaké je stfedni hodnota poctu koupenych kuponiu, nez nasbirdme vsechny?
(b) Simulujte.
Resenf:

5. Pripomente si, co je ndhodnd veli¢ina, jaké mame typy ndhodnych veli¢in a jaké jsou jejich
distribuce. A hlavné co vyjadiuji.

(a) Bernoulli

(b) binomické
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(c)
()
(e)

impo
from
from
from
from
from

H W0 BT
I

def

def

def

def

def

def

hypergeometrické
geometrické
Poissonovo

rt matplotlib.pyplot as plt
collections import Counter
random import randint
random import random
random import sample

numpy import random as npr

0.3
10
5
20
10

bernoulli(pr: float = p) -> bool:
return int(random() < pr)

geometric(pr: float p) —> int:

"""pr is success probability, return the number of tosses until

the first success.

assert pr > 0

sample = 1

fail_ pr = 1 - pr

while random() < fail _pr:
sample += 1

return sample

nmnn

binomicke(n=n, pr=p):

return sum(bernoulli(pr) for _ in range(n))

hypergeometric(n=n, N=S, k=k):
return sum(sample([1]*k + [0]*(N-k), k=n))

poisson(1l=1):
return npr.poisson(lam=1, size=1) [0]

100000

expected_value(X):
"""Yraci strednt hodnotu.
return sum(X() for _ in range(N)) / N

nmnn

11
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def variance(X):
"""Vraci rozptyl."""
EX = expected_value(X)
return sum((X() - EX)**2 for
# return (sum(X()**2 for

_ in range(N)) / N
in range(N)) / N) - EX**2

def histogram(X, strX, fig):
cnt = Counter(X() for
distribution = {}
for ¢ in cnt:
distribution[c] = cntl[c] / N

in range(N))

plt.figure(fig)

plt.bar(distribution.keys(), distribution.values())
# plt.show()

# plt.xzlabel ("")

# plt.ylabel ("")

plt.savefig(f'{strX}.pdf")

print('Bernoulli:"')

print(f'E[X] = {expected_value(bernoulli)} (= {p})")
print (f'var[X] = {variance(bernoulli)} (= {px(1-p)})")
histogram(bernoulli, "bernoulli", 0)

print('")

print('binomické"')

print (f'E[X] = {expected_value(binomicke)} (= {n*p})')
print(f'var[X] = {variance(binomicke)} (= {n*xp*(1-p)})")
histogram(binomicke, "binomicke", 1)

print('")

print ('hypergeometrické')

print (£ 'E[X] = {expected_value(hypergeometric)} (= {n*k/S})')

print (f'var[X] = {variance(hypergeometric)} (= {n*(k/S)*(1-(k/S))*(S-n)/(S-1)})")
histogram(hypergeometric, "hypergeometric", 2)

print('")

print('geometrické')

print (£'E[X] = {expected_value(geometric)} (= {1/p}H)")
print(f'var[X] = {variance(geometric)} (= {(1-p)/p**2})"')
histogram(geometric, "geometric", 3)

print('")

print('Poissonovo')

print (f'E[X] = {expected_value(poisson)} (= {1})"')
print(f'var[X] = {variance(poisson)} (= {1})')
histogram(poisson, "poisson", 4)
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H R R W

®* W

#
#

MozZny vystup:

Bernoulls:

E[X] = 0.30003 (= 0.3)

var[X] = 0.21018846799996171 (= 0.21)

binomické
E[X] = 3.00221 (= 3.0)
var[X] = 2.111969109999777 (= 2.0999999999999996)

hypergeometrické
E[X] = 2.49898 (= 2.5)
var[X] = 0.9866719879994746 (= 0.9868421052631579)

geometrické
E[X] = 3.33374 (= 3.3333333333333335)
var[X] = 7.851098870500136 (= 7.777TTTTTTTTTTT78)

Poissonovo
E[X] = 10.00683 (= 10)
var[X] = 9.947825008000336 (= 10)

Regent:

1.5

Cviceni

1. Hodime tfikrat minci. Oznacime X pocet rubu v prvnich dvou hodech a Y pocet licu v
poslednich dvou hodech.

(a) Urcete pravdépodobnostni prostor.

(b) Urcete predpis nasich ndhodnych veli¢in.

(c) Urcete sdruzenou pravdépodobnostni funkci px y a také marginalni pravdépodobnostni

funkce px, py-

Urcete distribu¢ni funkce Fx, Fy, Fx,y (cumulative distribution function CDF).

Urcete Pr[X < Y].

)

e) Jsou X a 'Y nezdvislé?
)
)

Urcete podminénou pravdépodobnostni funkce px |y

h) Simulujte.

Resent:

2. Bonusovy piiklad: tady si zadefinujeme Lebesgueovu miru a integrél.

(a) Definujte Lebesgueovu miru na R.

(b) Dokazte, ze pro diskrétni ndhodnou veli¢inu, takovou ze Im(X) C N, plati:

EX]= Y aPr[X=a]



14 KAPITOLA 1. ZADANI

(c) Definujte Lebesgueuv integrél (pro danou miru Pr, obecné to ani nemusi byt pravdépodobnostn{
mira, ale obecnd p).

Resenti: |Z|
3. Pro nasledujici ndhodné veli¢iny urcete:

(a)

O ={1,23}
F=P)
Pri{w}] =1/3 (pro libovolné w € Q, zbytek uréen jednozna¢né)
X: Q=R
X(w)=2w+1

e Je to ndhodnd veli¢ina na daném pravdépodobnostnim prostoru?
e Je to diskrétni ndhodna veli¢ina?

e Jakd je jeji stfedni hodnota?

e Jaka je jeji distribuéni funkce?

e Je to spojita veli¢ina? Jinak Fe¢eno mdme pro tuto hustotu (probability density
function PDF)?

e Jaka je jeji kvantilova funkce?

Q=N={1,2,3,...}

F=P)
Pr[{n}]=1/2" (pro libovolné n € N, zbytek urcen jednoznacné)
X: Q=R
X(w)=2w+1

e Je to ndhodna veli¢ina na daném pravdépodobnostnim prostoru?
o Je to diskrétni ndhodnd veli¢ina?

e Jaka je jeji stfedni hodnota?

e Jaka je jeji distribuéni funkce?

e Je to spojitd veli¢ina? Jinak Fe¢eno mdme pro tuto hustotu (probability density
function PDF)?

e Jaka je jeji kvantilova funkce?

Q=10,1]
F = Lebesgueovsky méfitelné mnoziny

Pr[A] = A\(A) (pro libovolné A € F)
X: Q=R

X (w) = [10x]

e Je to ndhodnd veli¢ina na daném pravdépodobnostnim prostoru?

e Je to diskrétni ndhodné veli¢ina?
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Jaka je jeji stfedni hodnota?
Jaka je jeji distribu¢ni funkce?

Je to spojita velicina? Jinak Feceno méame pro tuto hustotu (probability density
function PDF)?

Jaka je jeji kvantilova funkce?

Q=10,1]
F = Lebesgueovsky méfitelné mnoziny

Pr[A] = A\(A) (pro libovolné A € F)
X: Q>R

X(w) =10z

Je to ndhodnd veli¢ina na daném pravdépodobnostnim prostoru?
Je to diskrétni ndhodna velicina?
Jaka je jeji distribuéni funkce?

Je to spojita veli¢ina? Jinak FeGeno mdme pro tuto hustotu (probability density
function PDF)?

Jaka je jeji stfedni hodnota?

Jaka je jeji kvantilova funkce?

Q=10,1]
F = Lebesgueovsky métitelné mnoziny
Pr[A] = X(A4)/2+1/2 (pro libovolné A € F pokud 0.1 € A)
Pr[A] = A(4)/2 (pro libovolné A € F pokud 0.1 ¢ A)
X: Q=R
X(w) = 10w

Je to ndhodna veli¢ina na daném pravdépodobnostnim prostoru?
Je to diskrétni ndhodnd veli¢ina?
Jaka je jeji distribu¢ni funkce?

Je to spojita velicina? Jinak Feceno méame pro tuto hustotu (probability density
function PDF)?

Jaka je jeji stfedni hodnota?

Jaka je jeji kvantilova funkce?

(f) Pozorujte, ze kvantil je jedind funkce, pro kterou plati:

vpe[0,1,Vz e R: Qx(p) <z < p< Fx(x)

Resenf:
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1.6 Cviceni

1. e Jedno promile lidi md nemoc C, zna¢ime C* C  mnoZinu nemocnych a C~ = Q\ C*
mnozinu zdravych. Clovéka volime uniformné ndhodné, pak Pr[Ct] = 0.001.

e Mdme test, ktery oznaéf mnozinu lidi 7+ C € za nemocné a T~ = \ T+ za zdravé.
Test ma nésledujici parametry:

— Sensitivita: (true positive) Pr[TT | C*T] = 0.99
— Specificita: (true negative) Pr[T~ | C~] = 0.98

(a) Uniformné ndhodné jsme vybrali ¢lovéka c. Jakd je pravdépodobnost, Ze ¢ € CT (tedy
Ze je nemocny)?

(b) Clovéku ¢ jsme udeélali jeden test a ten vysel pozitivni. Jaka je pravdépodobnost, ze
c € C* (tedy ze je nemocny)?

(c) Pro jistotu jsme clovéku ¢ udélali jesté jeden test a ten vySel znovu pozitivni. Jakéd
je pravdépodobnost, 7ze ¢ € CT (tedy Ze je nemocny)? Predpokladejte, Ze vysledek
druhého testu je nezavisly na tom prvnim.

(d) Simulujte.

Poznamka: Toto je piipad kdy je nemoc velice ziidkavéa a ty nemés symptomy. Pokud mé&s
symptomy a jde$ na test, tak nejsi ndhodné vybrany ¢lovék! Tento piiklad je tedy spiS situace
jdu darovat krev a oni musi udélat povinny test na HIV a ten vyjde pozitivni, ale presto
bych se nemél tolik strachovat, ale v klidu jit na druhy test (uz to ze chodim darovat krev
negativné koreluje s nakazenim HIV).

Resent:
2. Pojd'me se podivat na dalsi vlastnosti jednotlivych rozdélent:
(a) Bernoulli:
e Kde se pouzije?
e Jakou m4 stfedni hodnotu a rozptyl?

e Co se stane, kdyz sectu dvé nebo obecné n-ndhodnych velicin X1, X, ..., X,, které
jsou nezdvislé a pro néjaké fixni p € [0, 1] a kazdé j € [n] plati ze X; ~ Bern(p).

(b) geometrické:
e Kde se pouzije?
e Jakou m4 stfedni hodnotu a rozptyl?

e Co se stane, kdyz vezmeme minimum ze dvou nezavislych ndhodnych veli¢in X7, X5,
které jsou kde X7 ~ Geom(p1) a Xo ~ Geom(p2)?

(c) Binomické:
e Kde se pouzije?
e Jakou m4 stfedni hodnotu a rozptyl?

e Co se stane, kdyz sectu dvé ndhodné veliciny X7, X5, které jsou nezavislé a pro
néjaké fixni p € [0, 1] plati Xy ~ Bin(n,p) a Xo ~ Bin(m,p) (kde n,m € N).

(d) Poissonovo:
e Kde se pouzije?

e Jakou m4 stfedni hodnotu a rozptyl?
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e Co se stane, kdyz sectu dvé ndhodné veliciny X7, Xo, které jsou nezavislé a X; ~
Pois(\), a Xy ~ Pois(u).

e Co se stane, pokud zvolime A = np a porovname Poissonovo rozdéleni a binomialni
rozdéleni?

e Pro odvézné: ukazte, ze pokud X; ~ Pois(A1) a Xa ~ Pois(\3) jsou nezavislé, pak
Pr[X) = k| X1 + Xy = n] = Pr[Y = k] kde Y ~ Bin(n, x2).
Resent:
3. de Mereho problém hazeme spravedlivymi Sestistrannymi kostkami:
(a) Jaké je pravdépodobnost, Ze padne ze ¢tyt hodu aspon jedna Sestka?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze padne z 24 hodu dvojici kostek aspon jedna dvojitd sestka?

(c) De Mereho problém spocival v tom, jestli jsou odpovédi na ¢asti (a), (b) stejné. Tak
se Chevalier de Mere zeptal Blaise Pascala a ten spolu s Pierre de Fermatem polozili
zéklady teorie pravdépodobnosti.

(d) Umite tlohu interpretovat jako otdzku o binomickém rozdéleni?
(e) Umdite tlohu interpretovat jako otdzku o geometrickém rozdéleni?
Reseni:
4. Odhadnéte m pomoci ndhodnych pokusi.
Resent:
5. Necht X je ndhodnd velicina. Vyjddiete pomoci Fx(t) = Pr[X < t] pro kazdé t € R
distribuéni funkci ndhodnych veli¢in:

(a) X = max(0,X)
(b) =X
(¢) X~ = —min(X,0)
(d) |X]
Resent: |5|
6. Mgjme spojitou ndhodnou velicinu X danou jeji pravdépodobnostni hustotou (probability
density function — PDF)

0 t<1
fX(t): {2/1‘3 tZl

a) Spocitejte Pr[X € [5,10]].
b) Spocitejte Pr[X > 100].
(c) Spocitejte E[X].

(
(

(d) Urcete distribuéni funkei (cumulative distribution function — CDF).
Reseni: |§|
7. Mé&jme spojitou nezapornou ndhodnou veli¢inu X, kterd md hustotu (probability density

function — PDF) f, (a tedy comulative distribution function — CDF Fx (t) = fot fx(x) dx).
Ukazte, ze E[X] = [[* xfx(z) dov = [, Fx(w)dPr(w) = [ XdPr.

Pokud by X nebyla nezdporna, tak ji muzeme vyjadrit jako rozdil dvou nezapornych ndhodnych
velicin.
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Regent: E|

1.7 Cviceni

1. Spocitejte stfedni hodnotu nasledujicich nezapornych nahodnych veli¢in pomoci vzorce
o0
E[X] = / 1—Fx(t) dt (pro nezépornou ndhodnou veli¢inu X)
0

(a) Im(X) ={2,n}, Pr[X =2]=1/3,Pr[X =n] =2/3

(b) X je ddna hustotou (probability density function) fx(¢) = 1/3 pokud ¢ € [0, 3] a jinak
fx () =0.

Resent:

2. (a) Mdme minci, kde padne hlava s pravdépodobnosti p € (0,1) (ale my ani nezndme p).
Jak pomoci ni vygenerujeme hod spravedlivou minci?

(b) Médme spravedlivou minci, jak pomoci ni vygenerujete hod minci, kde padne hlava s
pravdépodobnosti p € (0,1)?

(¢) Médme moznost generovat Y ~ U(0, 1). Jak pomoci toho vygenerujeme hod minci kde
padne hlava s pravdépodobnosti p?

(d) Méme diskrétni ndhodnou veli¢inu Im(X) = {x1, g, x3, 24} (necht z; < z; pro j < i).
Zndme Pr[X = z;] = p; a tim padem zndme vSechny bézné parametry (px, Fx,Qx).
Méme moznost generovat Y ~ U(0, 1). Jak pomoci vysledku Y vygenerujeme vysledek
X7

Reseni:

3. Autobus pfijede v ¢as e = 2.71. Cas mého pfichodu na zastdvku je ndhodné veli¢ina X s
hustotou

1/t pokudte|[l,e
F(®) ={ /i P el
0 jinak
(a) Jaka je pravdépodobnost, ze pfijdu v néktery ¢as z intervalu [1.5,2]7
aka je distribuc¢ni funkce casu meho prichodu (cumulative distribution function)?
b) Jakd je distribuéni funkce ¢ ¢ho prichod lative distribution f ion)?
¢

Jaka je kvantilova funkce ¢asu mého piichodu?

e) Jaky je rozptyl ¢asu mého piichodu?

(
(f

(g) Simulujte.

)
)
(c)
(d) Jaka je stfedni hodnota ¢asu mého ptichodu?
)
) Jakd je stiedni doba ¢ekdni na autobus?
)
Resent:

4. Knihovna MFF m& 1000 ¢tendita — studentu informatiky — a rozhoduje se, kolik kopii
nové knihy koupit. Predpokladejme, ze o knihu ma v dany semestr kazdy student zdjem
s pravdépodobnosti p = 0.01, nezavisle na ostatnich.

(a) Urcete pravdépodobnostni funkci pro pocet studentii, ktefi maji o knihu zdjem.

(b) Urcete pravdépodobnostni funkci pro Poissonovskou aproximaci tohoto poctu.
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(c) Jakd je pravdépodobnost, ze 20 kopii knihy nestaci? Vyjadrete jednak pomoci dis-
tribuéni funkce, jednak pomoc{ sumy. A také jednak pomoc{ piesné formule z ¢ésti (a),
jednak pomoci aproximace z ¢ésti (b).

(d) Je popsany model zajmu studenti o knihy realisticky?
Resenf:
5. Ezponencidlni rozdélent je spojitou analogii rozdéleni geometrického. Vyjadiuje dobu ¢ekéani

na prvni udélost generovanou poissonovskym procesem (s danym parametrem A). Ndhodnd
velicina X ~ Exp(A) mé distribuéni funkci

1—e M rot >0,
0 prot < 0.

Vypocitejte:

(a) hustotni funkei fx(t)
(b) stfedni hodnotu E[X]
(c) rozptyl var(X)
Resent:

1.8 Cviceni
1. (a) Necht X je ndhodna veli¢ina a X > 0 skoro jisté (tzn Pr[X > 0] = 1). Najdéte néjakou
takovou nahodnou veli¢inu, kterd je netrivialni.

(b) Necht X je ndhodnd velicina a X > 0 skoro jisté (tzn Pr[X > 0] = 1). Dokazte, ze
pokud E[X] existuje, tak E[X] > 0.

(c) Necht Y, Z jsou nahodné veliciny a Y < Z skoro jisté. Dokazte, Ze pokud E[Y], E[Z]
existujf, tak E[Y] < E[Z].

(d) Dokazte Markovovu nerovnost Pr[X > aE[X]] < 1/a pro nezépornou ndhodnou veli¢inu
X a libovolné a > 1.

Resent:

2. Bublifukem vyfoukneme bublinu o poloméru R ~ U(1,5). Jaka je stfedni hodnota povrchu
bubliny?
Regenf:

3. Necht X1, ..., X,, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnym rozdélenim se stfedni hodno-

tou u a rozptylem o2. Oznaéme S,, = (X1 + --- + X,,)/n. To miZeme povazovat za odhad
stfedni hodnoty p prumérem z n pokusu.

(a) Urcete E[S,] a var(S,).
(b) Ukazte, jak lze pocitat S, z Sp—1, X, a n.

(¢) Pouzijte vhodné X;, aby p obsahovalo ¢islo 7. Sestavte program v libovolném jazyce
a spocitejte pomoci néj hodnotu 7. (Jak velké n myslite, ze bude potieba pro pét
spravnych ¢islic?)

Reéem’:

4. Predpoklddejme, ze u poStovni pifepazky trva vytizeni jednoho zdkaznika cas, ktery méa
exponencialni rozdéleni a stfedni hodnotu 4 minuty.
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a) Jaky je parametr A\, jakd je distribuéni funkce?

(a)
(b) Jaka je pravdépodobnost, ze budeme Gekat vice nez 4 minuty?
(c) Jakd je pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat néco mezi 3 a 5 minutami?
(d) Simulujte.
Regent: |Z|
. Rikdme, 7ze ndhodn4 velic¢ina X (resp. jeji rozdéleni) nemd pamét, pokud
PriX >s+t]| X >s] =Pr[X >t
pro s,t > 0. Jinymi slovy, doba, kterou jsme jiz cekali, nemé vliv na dobu, kterou budeme
jesté cekat.
(a) Ukazte, Ze geometrické rozdéleni nems pamét.
(b) Co z toho plyne o rozlozen{ dalstho hodu, kdyz uz ndm pétkrat v fadé padla hlava?
(c) Ukaite, Ze exponencidln{ rozdéleni nem4d pamét.
(d) Simulujte.

Plati dokonce, ze je to jediné spojité rozdéleni na kladnych ¢isel bez paméti (a geometrické
je jediné diskrétni bez paméti), ale to dokazovat nemusite.

Regent:

. Budeme modelovat mnozstvi snéhu, ktery bude na Silvestra v lyzarském arealu Jestéd, po-
moci normélniho rozdéleni se stfedni hodnotou 40 (centimetru) a smérodatnou odchylkou
10.

(a) Jaké je pravdépodobnost, ze ndm model uré{ zépornou hodnotu snéhové pokryvky?
(b) Jakd je pravdépodobnost, Ze snéhu napadne 50-70 cm?
(c) Simulujte.

Hodnoty ®(z) si spocitejte v Pythonu nebo v R, piipadné se podivejte do tabulky nahttps:
//en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table (sekce Cummulative).

Resent: EI

. Plutonium-238 méa polocas rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat pomoci ex-
ponencialniho rozdéleni: pro kazdy atom budeme cas, za ktery se rozpadne, povazovat za
nezdvislou ndhodnou veli¢inu s rozdélenim Exp(\).

(a) Jaké je \?

(b) Jaka je sttedni doba Zivota atomu 238Pu?
(c) Po jaké dobé se rozpadne 90 % atomu?
)

(d) Kolik procent atomu se rozpadne po 50 letech? (Mimochodem, nékteré kosmické sondy
a nékteré kardiostimulatory pouzivaji rozpad 238Pu jako zdroj energie.)

(e) Simulujte.
Resenf:

8. Dostali jsme minci. Nevime jestli je spravedlivd (tzn nezndme pravdépodobnost, ze padne

hlava). Tisickrat jsme s n{ hodili a padlo 345 hlav.

(a) Jaké je pravdépodobnost, ze na spravedlivé minci padne presné 345 hlav?
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(b) Pokud p € (0,1) je proménnd vyjadiujici pravdépodobnost, Ze na nasi minci padne
hlava. Vyjadiete pravdépodobnost, ze padne 345 hlav jako funkci p, tedy

P(p) = Pr[X = 345 kde X ~ Bin(1000, p)]

(¢) Pokud tedy modelujeme hod nasi minci jako Bin(1000,p), pak urcete p, které davé
nejvyssi pravdépodobnost pozorovaného vysledku.

(d) Porovnejte s tim, jak jsme doted simulovali.

Resent:

1.9 Cviceni

1. Dostali jsme minci. Nevime jestli je spravedlivd (tzn nezndme pravdépodobnost, Ze padne
hlava). Tisickrat jsme s nf hodili a padlo 345 hlav.

(a) Jaké je pravdépodobnost, ze na spravedlivé minci padne presné 345 hlav?
(b) Pokud p € (0,1) je proménnd vyjadiujici pravdépodobnost, Ze na nasi minci padne

hlava. Vyjadiete pravdépodobnost, ze padne 345 hlav jako funkci p, tedy

P(p) = Pr[X = 345 kde X ~ Bin(1000, p)]

(¢) Pokud tedy modelujeme hod nasi minci jako Bin(1000,p), pak urcete p, které dava
nejvyssi pravdépodobnost pozorovaného vysledku. Tomuto se ve statistice fika Maxi-
mum Likelihood Estimation (MLE).

(d) Porovnejte s tim, jak jsme doted simulovali.
Resenf:
2. Za druhé svétové vélky spojenci potiebovali védét, kolik tanka Némecko vyrobilo. Némci

byli precizni a své tanky ¢islovali poporadé (pokud vyrobili n-ty tank, tak mél na motoru
napsané ¢islo n).

(a) Zajali jste uniformné ndhodny tank, ktery mél ¢islo m (pfipomenme, Ze nezndte n), jak
odhadnete 7 (tj. odhad skuteéného po¢tu n) pomoci MLE?

(b) Je to, co ndm vyslo rozumny odhad?

(¢) Je mozné, ze se k tomuto problému jesté vratime s jinymi statistickymi odhady. Pokud
jste prilis zvédavi, tak https://en.wikipedia.org/wiki/German_tank_problem

Resent: El

T —4 -3

3. Necht Z ~ N(0, 1). Pomoci tabulky funkce ® ovéite pravidlo 3o, neboli spoctéte B(z) [ 0.00003 | 0.00135

Dalsi hodnoty viz https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table|— sekce Cu-
mulative nebo pouzitim scipy.stats.norm.cdf https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/
generated/scipy.stats.norm.html

(a) Pfipomente pravidlo 3o.
(b) Pr(lz] <1]
() Pr|Z] <2
(d) Pr|z] <3]

)

(e) Spocitejte to programem:
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(f) Ptepiste, co to znamend pro n.v. X ~ N(u,0?)
Resenf:
4. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y(z,y) =e *¥ pro z,y > 0 (a 0 jinak).
(a) Urcete margindln{ hustoty fx, fy.
(b) Urcete také distribuéni funkce Fx, Fy, Fx y.
(c) Jsou X, Y nezdvislé?
(d) Najdéte Pr[X +Y <1].
(e) Najdéte E[X + Y.
(f)
(g) Simulujte pfedchozi tii body.
Regent: |Z|

f) Najdéte Pr[X > Y.

5. Volme uniformné ndhodné bod z polokruhu o poloméru 1, se stfedem v pocatku a v horni
poloroviné. (Uniformné znamend, ze pravdépodobnost kazdé podmnoziny je imérnd jejimu
obsahu.) Oznac¢me X, Y soufadnice zvoleného bodu.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.
(b) Najdéte margindlni hustotu fy a spoctéte pomoci ni E[Y].
(¢) Pro kontrolu spoc¢téte E[Y] pifmo (pomoci pravidla LOTUS).
(d) Simulujte.

Resgenf:

1.10 Cviceni

1. Méme dvé mince. Jedna je spravedlivd, na druhé padd hlava s pravdépodobnosti Pr[hlava] =
1/4. Ale nevime kterd je kterd. Vymyslete algoritmus jak ty dvé mince rozlisit.

e Vezmeme minci a hodime n-krat.
e Necht p je pravdépodobnost, Ze padla hlava (pocet hlav déleno n).
e Pokud p > 3/8 tekneme, ze je férova, jinak cinkla.

Ukazte, ze pro fixni konstantu e € (0, 1) pokud n > 321n(2/¢) nés algoritmus odpovi spravné
s pravdépodobnosti aspon 1 — ¢.

Reseni:

2. (Problém satnaiky) Nahodné pfifadime n klobouku n lidem. Oznacéime X; indikdtor jevu
»i-ty clovék dostal svuj klobouk® a polozime X = Y1 | X;.
(a) Urcete E[X].
(b) Urcete var(X).
c) Urcete ox.

Co by nam fekl Markov?

)
(c)
(d) Pouzijte Cebysevovu nerovnost na odhad pravdépodobnosti, ze X > 3 (pro n > 3).
e)
)

(
(

f) Co by nam fekl Cernov?



1.10. 10. CVICENI 23

(g) Simulujte.
Reéem’:
3. Necht X je n.v. s hustotou
Fx(a) = {5/4 e
Oznaéme A jev {X > 2}.
a) Spoctéte E[X].
b) Spoctéte PrA].
(c) Urcete fxa-
d) Spoctéte E[X | A].
(e) Oznaéme Y = X2. Spoctéte E[Y] a var(Y).
(f) Simulujte.
Reéeni:
4. Necht X, Y maji sdruZenou hustotu

(
(b)

)
(d)
)

eV prol<z<y<oo

fX,Y(‘Tay) = {0 Jlnak

(a) Urcete podminénou hustotu fx|y.

(b) Urcete podminénou hustotu fy|x.
Resent:

5. V memech na discordu se objevuji pouze tyto typy memu: s opicemi — jev M, s kraby — jev
C, ostatni — jev O. Nékteré z nich jsou ve velkém rozliseni — jev HD. Formalné €2 jsou memy
a jev M je podmnozina memu na kterych je opice, ... Navic plati ze na kazdém memu je
pravé jedna z téch véci Q = MUCUO (disjunktni sjednoceni — tedy Q@ = M UC U O a navic
MNC=MnNO=CnNO=10).

o Pr[M]=1/4

o Pr[C] =3/44

o Pr[0] = 15/22

o Pr[HD | M]=1/11

e Pr[HD | C] =13/15
[

e Pr[HD | O] = 9/15

Napsal jsem si program, ktery mi jako wallpaper nastavi ndhodny meme, ktery je ve velkém
rozliSeni. Jaka je pravdépodobnost, ze mam jako wallpaper kraba?

Reéem’:@
6. Necht U ~ U(—1,1). Polozme V = 2|U| — 1.

(a) Urcete rozdeéleni V. (Tj. spoctéte distribucni funkei a pripadné popiste, o jaké pojme-
nované rozdéleni se jedna.)

(b) Spoctete cov(U, V).
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(c) Jsou U, V nezavislé?
(d) Simulujte.
Regent: @

1.11 Cviceni
1. Ozna¢me S = Zzozo (120). Oznac¢me déle X = 211201 X;, kde X; je +£1 s pravdépodobnosti
1/2 a veliciny X7, ..., X,, jsou nezdvislé.
(a) Vyjadrete S pomoci vhodné pravdépodobnosti vyroku o X.
(b) Pouzijte CLV na odhad této pravdépodobnosti.
(¢) Pifpadné vycislete S vhodnym softwarem a srovnejte.
Resent:
2. Necht X; pro 1 < j < n jsou nezévislé ndhodné veli¢iny, pro které plati Pr[X; = 2/3] = 1/2
a Pr[X; = 0] = 1/2 (jinych hodnot ty veli¢iny nenabyvaji). Necht X = Z;;l X, je ndhodnd

veli¢ina rovna jejich souctu. V kazdém bodé pouzijte tu konkrétni verzi odhadu, kterou jsem
napsal (ne ze by jiné nefungovaly). Chceme shora odhadnout Pr[X > n/2]

(a) Urcete E[X] (Jaky poznatek pouzivite? Jaké mé pfedpoklady?)
(b) Urcete var(X) (Jaky poznatek pouzivate? Jaké ma predpoklady?)

(¢) Jak Pr[X > n/2] odhadne Markov? (Jsou splnény predpoklady? Jaky je zavér?) Mar-
kovova nerovnost:

e Predpoklady:
— X je nezaporna ndhodné veli¢ina
— a > 0 je realné ¢islo
e Dusledek:
E[X]

Pr[X >a] <
a

(d) Jak Pr[X > n/2] odhadne Cebysev? (Jsou splnény piedpoklady? Jaky je zdver?)
CebySevova nerovnost:

e Predpoklady:
— X je ndhodné velicina
— X ma4 konec¢nou stfedni hodnotu
— X ma koneény rozptyl

e Zavér: pro kazdé redlné k > 0 mame
Pr[|X — p| > ko] <1/k?

(e) Jak Pr[X > n/2] odhadne Cernov? (Jsou splnény predpoklady? Jaky je zavér?) Cernovova
nerovnost:

e Predpoklady:

— necht X; € [0,1] jsou nezdvislé ndhodné veliiny,
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— necht X =377, X; anecht E[X] =377 E[X;] = 4,
— necht § € (0,1),
o Zavér:
Pr[X > p+don] < e~ 2nd?
Pr[X <pu—dn] < e~ 2n8”

(f) Jak Pr[X > n/2] odhadne centraln{ limitni véta? (Jsou splnény predpoklady? Jaky je
zdver?) Centraln{ limitn{ véta: Predpoklady:

e Xi,...,X, jsou stejné rozdélené nezavislé ndhodné veli¢iny se stfedni hodnotou
E[X;] = u a rozptylem var(X;) = o2 (pozor, tady mluvime o X).

o Znatme Y, = (X1 + ...+ X,,) —np) / (Vno)
Dusledek:

oV, LN (0,1) tedy Y, konverguje k normdlnimu rozdélen{ v distribuci (pro vétsi a
véetsi n)

e Ekvivalentné: pokud F, je distribu¢ni funkce Y,,, pak

lim F,(x) = ®(x) (pro kazdé = € R)

n—oo
Mize se hodit scipy.stats.norm.cdf nebo tabulky na Wikipedii. Pozor, ze toto je
odhad, ktery mé platit v limité, nikoliv pro kazdé n.

(g) Simulujte a porovnejte vysledek simulace s piedchozimi zévéry. Simulujte a porovnejte
s odhady pro: n € {1,2,3,4,5,10, 20, 30, 40, 50}.

Resent:
3. Méme k dispozici samply X, ... Xy kde X; ~ Bin(n,p). Ale my nezndme ani n ani p.
Prakticky priklad:
e Na parapetu mam N = 50 kvétinaca

e Vim, ze jsem do kazdého kvétinace nasypal stejné seminek (do kazdého n), ale uz jsem
zapomnél kolik to bylo.

e Nevim s jakou pravdépodobnosti p které seminko vykli¢i (pfedpokldddm ze vyklici
nezdvisle ndhodné na ostatnich).

e Ale vim kolik mi v kterém kvétinaci vyrostlo rostlinek X; v j-tém kvétinaéi.

Takze mam Xy, ..., Xx vybér z modelu s parametrem ¥ (zde ¢ je (n,p)). Pouzijte metodu
momentu k odhadu n, p.
Resent: E|

4. Po mirném zklaméni v predchozim piikladé jsme se rozhodli aspon zjistit kli¢ivost. Za-
sadili jsme tedy m = 100 seminek do takového toho platicka 10 x 10 kvétinicku. Za par
tydna nam nékterd vyklicila, X; je indikdator, jestli j-té seminko vykli¢ilo. Pomoci maximalni
vérohodnosti odhadnéte kli¢ivost p.

Regent:
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5. Zname smérodatnou odchylku o, ale nezname stfedni hodnotu pu. Mame n = 100 sampla

X1,..., X, kazdy nezdvisly a X; ~ N(u,0?). Jako chybovost volme o = 0.01. Ovéite, Ze
intervalovy odhad funguje dobfe.

Co vam na tomto piikladé bytostné vadi?

Reseni: |3|

. William Sealy Gosset pracoval pro nejmenovany pivovar v Dublinu a zajimaly ho malé

samply (tfeba tfi samply), protoze odhadoval kvalitu piva a samply byly drahé. Zkuste to
predchozi se studentovym rozdélenim. Tedy mame nezavislé ndhodné proménné X, ..., X,
kde X; ~ N(p,0?), ale nezndme ani stiedn{ hodnotu ani rozptyl (redlnd situace) a chceme
intervalem odhadnout stfedni hodnotu (ta je ¢asto ta zajimavéjsi).

Resent: EI

. Po ¢éastetném tuspéchu v urcovani kli¢ivosti chceme mit jesté lepsi predstavu o skutecné

hodnoté. Misto bodového odhadu (o kterém nevime jak daleko je pravdé) chceme intervalovy
odhad (s pravdépodobnosti 99% se trefime intervalem okolo spravné hodnoty). Zasadili jsme
tedy n = 100 seminek do takového toho platicka 10 x 10 kvétinacka. Za par tydnt nam
néktera vyklicila, X; je indikdtor, jestli j-té seminko vykli¢ilo. Pomoci intervalového odhadu
odhadnéte klicivost p.

(a) Co kdybychom chtéli odhadovat pomoci norméalniho rozdéleni? Tedy kdybychom méli
rozptyl, ale chtéli odhadnout stfedni hodnotu (tedy pro indikdtor Pr[X; = 1])?

(b) Pouzijte centraln{ limitni vétu a tedy studentovo rozdéleni na odhad pro « = 0.01.

Resent: El



Kapitola 2

Tahak

2.1 Pravdépodobnostni prostor

Definice. Pravdépodobnostni prostor je trojice (2, F,Pr), kde
1. Q je mnozina elementérnich jeva (sample space) (je to mnoZina)

2. F C P(Q) je prostor jevu (event space) (je to mnoZina podmnozin , jednotlivé proky F
nazgvdme jevy) F je o-algebra, tedy musi platit:

(a) O € F a zdroveri Q € F (celd mnoZina elementdrnich jevi je jev)
(b) Ae F= (2\ A) € F (prostor jevi je uzavieny na dopliiky)

(c) (VneN: A, € F) = (Upendn) € F (prostor jevi je uzavieny na spocetnd sjednocent,
pozndmka miZe se stat, Ze A1 # As = Az = - - -, specielné tedy je uzavreny i na véechna
konecnd sjednocent)

3. Pr je funkce Pr: F — [0,1] je pravdépodobnost jevu z prostoru jevi, musi spliiovat:
(a) Pr[0] =0 a zdrovern Pr[Q] =1
(b) Pr je spocetné aditioni, tedy pro kazdou I C N a kaZdou posloupnost jevi (Aj)jelf které
jsou po dvou disjunktnd (tedy Vi,j € I:1# j= A; # A;) plati:

Pr(UjerA;] =Y PrA;]

jel

(tedy Pr je pravdépodobnostni mira)

2.2 Podminéna pravdépodobnost

Definice. Necht (Q, F,Pr) je pravdépodobnostni prostor. Nechf A, B € F a navic Pr[B] > 0. Pak
definujeme podminénou pravdépodobnost
Pr[A N B

PrA| Bl =~

27
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2.3 Bayesova véta

Véta 1. Necht (Q,F,Pr) je pravdépodobnostni prostor. Necht By, Ba,... € F je rozklad Q (na
spocetné mnoho mnozin). Nech A € F a navic plati Pr[A] > 0 a navic Pr[B;] > 0 pro kazdé i. Pak

Pr[A | B,] Pr[B,]

Pr([B; | A] = >, Pr[A | B;] Pr[B;]

2.4 Nezavislé jevy

Definice. Necht (Q, F,Pr) je pravdépodobnostni prostor. Nechf A,B € F jsou dva jevy. Pak
rekneme, Ze A, B jsou nezavislé jevy, pokud plati:

Pr[AnN B] = Pr[A] Pr[B]

(také se da 7ict Pr[A | B] = Pr[A] pokud Pr[B] > 0).

2.5 Spojité nahodné veli¢iny
Spousta z tohoto plat{ pro obecné ndhodné veliciny (tedy i pro spojité i pro diskrétni).

o Distribucni funkce (cumulative distribution function — CDF) ndhodné veli¢iny X:

Fy:R—[0,1]
Fx(z) =Pr[X < z] (pro kazdé = € R)
Tohle mé smysl pro kazdou ndhodnou veli¢inu.
e Hustota (probability density function — PDF) ndhodné veliciny X:
fX R — RZO

Pr[X <z] = /uL fx(t) dt (pro kazdé = € R)

Jen pro velice hezké spojité velic¢iny.

Muzeme psat také:

1 tedA
1a(t) = {0 . ; 4 (indikdtorova funkce)

Pr{X € 4] :/ Fx(t) dt
A

= /00 La(t) fx (t) dt

—00

o Stredni hodnota ndhodné veli¢iny X:
E[X] = / X (w)dPr(w)
Q

_ (R)/ Pr({z € R | X(z) > t}) dt
0
(Pokud X (w) > 0 vzdy, jinak vyjddifme X jako rozdil dvou nezdpornych funkei)
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ﬂﬂAﬂ%EWDﬁ

kde (R) zna¢{ Riemannuv integrdl. Tato definice funguje pro kazdou ndhodnou veli¢inu (i
pro diskrétni). Definice ndhodné veli¢iny obsahuje podminku, ze {w € Q | X (w) <t} € F,
coz je presné podminka, abychom mohli urcit pravdépodobnost v predchozim integralu.

Pokud zname i hustotu, tak muzeme psat:

E[X] = (R)/ tfx(t) dt (X nemusi byt nezdporn4)

— 00

Piipadné mame pro libovolnou funkci g:

e Rozptyl ndhodné veliciny:

var(X) = E[X?] - (E[X])

Tohle m4 smysl pro kazdou ndhodnou veli¢inu (kde je pravd strana definovand).



30

KAPITOLA 2. TAHAK



Kapitola 3
Reseni

3.1 Cviceni

1. Uvodni informace:
(a) Slysite mé vsichni dobie?
(b) Literatura.
Reseni: TODO
(¢) Pravidla zapoctu (domaéci tikoly).

Reseni: TODO

31
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2. Jak se generuje ndhoda programem.
e Python3 Reseni:

# htips://docs.python.org/3/1ibrary/random. html
# NepouZivejte pro 3ifrovdnt!

import random

import scipy

# htips://docs.python.org/3/library/itertools.html
import itertools

# Generuj ndhodné celé Cislo 1 <= z <= 10 (tedy z in range(1, 11))
x = random.randint (1, 10)
print(x)

# Generuj ndhodny prvek dané neprdzdné posloupnosti.
drink = random.choice([

"svétlé pivo",

"tmavé pivo",

"slivovice",

"bilé vino",

"Cervené vino",

"<':aj n R

D
print (drink)

# Vysledek 'B' je tTikrdt pravdépodobné&jsi nez 'A'.
print(random.choice(['A', 'B', 'B', 'B']))

# Vrdti list k ndhodnijch prvki z dané sekvence s danymi vdhami

# (cum_weights jsou trochu rychlejsi).

# https://docs.python.org/3/1ibrary/random. html#random. chotces
print(random.choices(['A', 'B', 'C'], weights=[1/6, 1/6, 2/3], k=5))

# Nghodnd permutace (mént primo dany list).
my_list = ['a', 'b', 'c', 'd']
random.shuffle(my_list)

print(my_list)

# Vybere dva prvky dané posloupnosti, wve vysledku se nebudou opakovat
# pozice. Pokud se prvky opakuji, tak se mohou wve vysledku opakovat.
print(random.sample(['w', 'x', 'y', 'z']l, k=2)) # two distinct letters
print(random.sample(['w', 'x', 'y', 'x'], k=2)) # 'z' can repeat

# Pro presné politdni (vracti titerable):

print (list(itertools.permutations([1, 2, 3]1)))
print(list(itertools.combinations('ABCD', 2)))
print(list(itertools.combinations_with_replacement('ABCD', 2)))

# MiZe se hodit scipy: sudo apt-get install python3-scipy
scipy.special.comb(n=5, k=2, exact=True) # vrdti n nad k

e C++ Reseni:

std::default_random_engine generator;
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std::uniform_int_distribution<int> distribution(0, 9);
e R Reseni:

x <- "hello"

33
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3. Pripomente si definici pravdépodobnostniho prostoru (Deﬁnice. Urcete, co
je
e mnozina elementdrnich jevi (sample space), tedy mnozina ),
e prostor jevu (event space), tedy mnozina F C P(Q),
e pravdépodobnost (probability), tedy funkce Pr: F — [0, 1]
pro nasledujici piiklady:
(a) Hod spravedlivou alkoholovou trojhrannou tuzkou (neni to kostka kvili po-
pisu prostoru jevi):

import random
drink = random.choice([
"svétlé pivo",
"tmavé pivo",
"slivovice",
D
Resend: V poéitaci nam staci predchozi kéd (pseudondhodné ¢islo vs ndhodné ¢islo).
Fyzicky muzeme generovat pomoci hodu trojhrannou tuzkou, kterd ma znacky na
sténédch (a zarucené nemuze padnout nastojato).
e Mnozina elementdrnich jevu £ = {svétlé pivo, tmavé pivo, slivovice}

e Prostor jevii F = P(Q), tedy | F| = 219 = 23:

P
0,
{svétlé pivo},
{tmavé pivo},
{slivovice},
{svétlé pivo, tmavé pivo},
{svétlé pivo, slivovice},
{tmavé pivo, slivovice} ,

{svétlé pivo, tmavé pivo, slivovice}

}

e Pravdépodobnost

Prif] =
Pr[{svétlé pivo}] = 1/3
Pr[{tmavé pivo}] = 1/3
Pr[{slivovice}] = 1/3
Pr[{svétlé pivo, tmavé pivo}] = 2/3
Pr[{svétlé pivo, slivovice}] = 2/3
Pr[{tmavé pivo, slivovice}] = 2/3
Pr[{svétlé pivo, tmavé pivo, slivovice}] =

Vétsinou ale nepopisujeme jev jako podmnozinu elementarnich jevi, ale néjak lid-
sky:

Pr[néjaké pivo] = Pr[svétlé pivo V tmavé pivo] = Pr[{svétlé pivo, tmavé pivo}] = 2/3
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Pr[ne pivo] = Pr[{slivovice}] = 1 — Pr[{svétlé pivo, tmavé pivo}] = 1/3

(b) Uniformné nahodné é&islo z intervalu [0, 1).

import random
print(random.random())

Reseni: V pocitaci ndm funkce random.random vrati float z, ktery je piesné reprezen-
tovatelny, plati 0.0 < z < 1.0 a zdrovei z je celoéiselny nasobek 2753, To ale znamen4,
ze nikdy nedostaneme 0.05954861408025609 i kdyz to je ¢islo presné reprezentovatelné
jako python float. MuZeme generovat i vicebitova ¢isla, ale vzdy to bude ¢islo! A to
je dobre, vétsina realnych ¢isel nejde reprezentovat konecnou posloupnosti symbola
(pozor, v/2 jde reprezentovat jako kofen polynomu, ale i tieba 1/7 jde reprezentovat
napiiklad algoritmem, ktery ho pocitd).

Jak bychom fyzikdlné generovali uniformné ndhodné ¢islo z intervalu [0, 1)? Uniformné
nahodné znamend, ze kazdé Cislo bude stejné pravdépodobné. Hod Sipkou na interval
m4é nevyhodu, Ze bud budou konce intervalu méné pravdépodobné nez prostiedek nebo
se ndm muze stidt ze hodime Sipku mimo interval (nejspis oboji). Muzeme ale udélat
ter¢ s jednim vyznacenym polomérem, ktery bude kruh, pfipevnit jeho stfed k vrtacce,
rozto¢it a hodit sipku (tak abychom netrefili stied, ale urcité trefili kruh). Pak ndhodné
¢islo « € [0,1) bude tihel ktery svird vyznaény polomér a nase Sipka déleny 2.

e Toto je jen myslenkovy experiment, fyzickd implementace je nejspiS pomérné ne-
bezpeténd. Doma to nezkousejte!

e Muzete namitnout, ze Sipka nevybere piesné bod, Ze terc je tvoren atomy a tedy je
také z néjakého pohledu diskrétni. Asi ano, ale ja nefikal, Ze redlna ¢isla existuji. Pro
predstavu atom muze mit polomér okolo 10~ 1%m, tedy na délce 1m jich vedle sebe
vyskldddme zhruba 10'°. Srovnejte s piesnosti 27°3 ~ 10716, tedy pokud bychom
vysledek random.random() brali jako pozici v metrech, pak mame presnost zhruba
na dvé miliontiny atomu.

e mnoZina elementdrnich jevu (sample space), tedy mnozina Q = [0, 1)
e prostor jevi (event space), tedy mnozina F C P ()

Napted se zeptejme, jestli by nemohlo platit, ze F = P(). Asi bychom chtéli
nasledujici vlastnosti:

— pokud A € F je interval, pak Pr[A] je rovna délce A

— pokud A € Fanavicz+ A= {zx+a]|ac A} CQ pro néjaké redlné ¢islo z,
pak Pr[A] = Pr[x + A].

— kazdd podmnozina €2 mé pfifazenou néjakou pravdépodobnost

Ale to nejde, protoze ne kazdd mnozina mé miru (tady Pr odpovidad takzvané
pravdépodobnostni mife — mira celého prostoru je rovna jedné). Nejzndméjsim
piikladem je https://en.wikipedia.org/wiki/Banach’E2%80%93Tarski_paradox,
Hezké video: |https://www.youtube.com/watch?v=s86-Z-CbaHA,

Nase feseni: F je mnozina Lebesgueovsky méfitelnych podmnozin €.
e pravdépodobnost (probability), tedy funkce Pr: F — [0, 1] je Lebesgueova mira.
Pokud jste neslyseli o tom, co je to mira, tak se nelekejte. Dobré k zapamatovani:

e Pravdépodobnost je ¢islo mezi nulou a jednickou (obecnd mira celého prostoru
nemus{ byt rovna jedné, ale nds zajimd pravdépodobnostni mira).
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e “Nic se nestane” m4 pravdépodobnost nula — Pr[()] = 0 (tedy specielné @) je méFitelna).

e “Néco se stane” md pravdépodobnost jedna — Pr[QQ] = 1 (tedy specielné  je
meéfitelnd).

e “Stane se A” ma pravdépodobnost 1-“Nestane se A” — Pr[4] = 1 —Pr[Q\ 4] (tedy
pokud je A méfitelnd, pak je i jeji doplnék méfitelny).

e Pr[Na kostce padne jedna tecka nebo dvé tecky] = Pr[padne jedna tecka]+Pr[padnou dvé tecky]
— pravdépodobnost sjednoceni disjunktnich mnozin je rovna souctu jejich pravdépodobnosti

(plati také pro spocetné mnoho disjunktnich mnozin a navic sjednoceni spocetné
munoha disjunktnich méfitelnych mnozin je taky meéfitelné)

e Lebesgueova mira jednoho bodu je nulovd (tedy ze spocetného disjunktniho sjed-
nocen{ mame ze pravdépodobnost ze uniformné ndhodné realné ¢islo z intervalu
[0,1) je raciondlni je nulovd).

Pozor na to, ze sice plat{ Pr[{0.1}] = 0, ale to neznamend, ze jev ze padne 0.1 je

nemozny (akordt velice velice nepravdépodobny). Naopak pokud je jev nemozny
Pr[na Sestisténné kostce padne sedm], pak je jeho pravdépodobnost nulové.

o Usecka v [0,1] x [0,1] € R? m4 Lebesgueovu miru nula.
Takze ty definice, které vam pfijdou divné jsou tam kvuli teorii miry (piipadné pozdéji
kvuli teorii integrélu).

Pozor na to, ze ne kazda pravdépodobnost je Lebesgueova mira, muzeme uvazovat
napiiklad @ = [0,1), F jsou Lebesgueovsky meéritelné, Pr kterd Pr[{0.1}] = 1/2 a
Pr[A] = A(A)/2+ 1/2 pokud 0.1 € A a Pr[A] = A(A4)/2 jinak (kde A\(A) znaci Lebes-
gueovu miru mnoziny A).

Nékdy také mluvime o pravdépodobnostni distribuci, zatim to muzete brat jako syno-
nymum k pravdépodobnosti.
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4. Dokazte, ze Pr[A U B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[AN B].

Reseni: Predpoklidejme, ze plati AN B, AU B, A, B € F (jinak by vyraz nahofe nemél
smysl). Z definice pravdépodobnostniho prostoru (Definice mame spocetnou aditivitu
pro disjunktni jevy. Rozdélime tedy A U B na disjunktni mnoziny:

Ci=ANB
Cy— A\ B
Cy=B\ A

tedy mdme AU B = C; UCy U C3 a zaroven C; N C;j = ) pro kazdé dve 1 <i < j < 3. Dle
spocetné aditivity muzeme psat:

PI‘[A U B] = PI‘[Ol UCyU 03}
= PI‘[C]J + PI‘[CQ] + PI‘[Cg]

Maéme také:

A:CQU01:(A\B)U(AHB)
B=C3UC;=(B\A)U(ANDB)

takze muzeme psat:

Pr[A U B] = Pr[C}] + Pr[Cs] + Pr[C5)

Pr[C1] + Pr[Cs] + 2 Pr[C3] — Pr[C3]

(Pr[C1] + Pr[C5]) + (Pr[C2] + Pr[Cs]) — Pr[Cs]
(Pr[A]) + (Pr[B]) — Pr[Cs]

Pr[A] + Pr[B] — Pr[AN B

coz jsme chtéli dokazat.
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5. Zopakujte si zakladni kombinatoriku:
e Kolik je riuznych permutaci mnoziny {A, B,C}?
Reseni: 3!=3-2-1, obecné n! pokud mame n rozlisitelnych prvki

import itertools

permutations = list(itertools.permutations(['A', 'B', 'C']))
print (f'There are {len(permutations)} permutations: {permutations}')

# There are 6 permutations:
# [c'a', '', 'C'),
# (IAI ICI IBI)
# (IB!, IA!, IC!)’
# (IBI’ ICI, IAI)’
# (ICI IAI IBI)
# (ICI’ IBI’ IAI)]

e Kolik raznych slov skladajicich se z pismen {A, B} ma délku 3?
Reseni: 2% =8, obecné n” kde n je pocet pismen, r délka slova

import itertools

all_words = list(itertools.product('AB', repeat=3))
print (f'There are {len(all_words)} words: {all_words}')

# There are 8 words:
# [(IAI, IAI, IAI)’
# (IAI IAI IBI)
# (IAI IBI IAI)
# (IAI IBI IBI)
# (IB! IA! IA!)’
# (IBI, IAI, IBI)’
# (IBI IBI IAI)
# (’B’, IB’, IBI)J
e Kolik raznych podmnozin mnoziny {A, B,C, D, E} méa velikost 37
s 3 . (M) ! _ (5 _
Reseni: (1“) - r!(:—r)! - (3) =10

import itertools

all_subsets = list(itertools.combinations('ABCDE', 3))
print (f'There are {len(all_subsets)} subsets: {all_subsets}')

# There are 10 subsets:
# [c'a', 'B', 'C'),
# ('A'", 'B', 'D'),
# ('A', 'B", 'E'),
# (4, 'c', D),
# ('a', 'c', 'E'),
# ('A'", 'D', 'E'),
# ('B', 'Cc', 'D'"),
# ('B', 'Cc', 'E'),
# ('B', 'D', 'E'),
# c'e', 'n', 'E')]
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e Kolik raznych kombinaci s opakovanim z mnoziny {A, B,C, D, E} velikosti 37

Reseni: (""77') kde n = 5, r = 3. Protoze méme n — 1 svislitek a r hvézdicek a
kédujeme takto:
AAD = xx ||| x|

tedy
pocet Alpocet B|pocet C|pocet D|pocet E

kde kazdy pocet je reprezentovan po¢tem hvézdicek a vybirdme které z n+r—1 symbolu
budou hvézdicky.

import itertools

sorted_sequences = list(itertools.combinations_with_replacement('ABCDE', r=3))
print (f 'Mame {len(sorted_sequences)} sekvenci: {sorted_sequences}')

# There are 35 sorted sequences:

# [car, '4', 'a'), ('A', 'A', 'B'), ('A', 'A', 'C'),
# ('a', 'A', 'D'), ('A', 'A', 'E'), ('A', 'B', 'B'),
# ('4', 'B', 'C'), ('A', 'B', 'D'), ('A', 'B', 'E'),
# ('a', 'c', 'c'), ('A', 'C', 'D'), (A", 'C', 'E'),
# ('A', 'D', 'D'), ('A', 'D', 'E'), ('A', 'E', 'E'),
# ('B', 'B', 'B'), ('B', 'B', 'C'), ('B', 'B', 'D'),
# ('', 'B', 'E'), ('B', 'C', 'C'), ('B', 'C', 'D'),
# ('B', 'c', 'E'), ('B', 'D', 'D'), ('B', 'D', 'E'),
# ('B', 'E', 'E'), ('C', 'C', 'C'), ('C', 'C', 'D'),
# ('c', 'c', 'E'), ('C’, 'D', 'D'), ('C', 'D', 'E'),
# (rc', 'E', 'E'), ('D', 'D', 'D'), ('D', 'D', 'E'),
# ('n', 'E', 'E'), ('E', 'E', 'E')]
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6. Jaka je pravdépodobnost, ze pii hodu Sesti rozliSitelnych spravedlivych Sestisténnych
kostek padnou aspoi na tiech kostkach aspon t¥i? Jaky je mnozina elementarnich
jeva, prostor jevi a pravdépodobnost?

Resend:
e Mnozina elementdrnich jevu je Q = {1,2,3,4,5,6}6 = {111111,111112,...,666666},
tedy Q| = 6° = 46656.
e Prostor jevi je F = P(Q), tedy |F| = 246656
e Pravdépodobnost Pr[{abcdef}] = 1/6° pro libovolnd a, b, c,d, e, f € {1,2,3,4,5,6}.

Jak takovy priklad fesit? Uvédomit si pfesné o ¢em mluvime, pak zkusit premyslet o jed-
nodussich jevech.

e Na jedné kostce padnou aspoii tfi s pravdépodobnosti 4/6 = 2/3 (mus{ padnout 3,4, 5, 6,
tedy nepadne 1,2).

e Pokud vybereme k kostek, pak pravdépodobnost, Ze pfresné na téchto kostkach padne
aspon tii je presné (2/3)%(1/3)6~* (kostky jsou nezévislé). Kupiikladu pokud vybereme
prvni ¢tyfi kostky, pak nds zajima:

4% .22

Pr[{ABCDef | A,B,C,D € {3,4,5,6} ,e, f € {1,2}}] = 0

= (2/3)*(1/3)*~*

e Piesné k kostek vybereme (2) zpusoby.

e Rozdélime pravdépodobnostni prostor na jevy, kde presné na k kostkach padne ¢islo
aspon tii (tedy méme disjunktni rozklad) a k > 3, tedy pouzijeme definici pravdépodobnosti
a secteme piedchozi pro k € {3,4,5,6}:

Pr[aspon na tfech kostkach aspon tfi] = (g) (2/3)3(1/3)63
+(§)emrame
+(3)esmrasse

+(5) ez
=0.8998628257887514

Tady jsme vlastné pouzili vétu z prednasky, ze pokud By, B, ..., Bss_1 jsou rozklad
Q (tedy B; # Bj pro i # j a zaroveii UB; = ), pak Pr[A] = >, Pr[A | B;] Pr[B;]. Kde
jev A je ze na aspon tiech kostkdch padne aspon tii. Jev B; je Ze na piesné urcenych
kostkach padne aspon tii (tedy jevy B;, B; jsou opravdu disjunktnf). Konkrétné 22
zapsané binarné je 010110, pak jev Bas je jev ze na druhé, ¢tvrté a paté kostce padlo
¢islo aspon tfi. Pak Pr[A | B;] = 1 pokud & ma v bindrnim zipisu aspon tfi jednicky
a Pr[A | B,] = 0 jinak. Uz jsme spoéitali, ze Pr[B,] = (2/3)¥(1/3)°~* pokud z ma v
binarnim zapisu k jednicek.
Pomoci programu:

import itertools
import scipy.special
import random
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# Presny vysledek pomoc? kombinatoriky:

def p(k):
" Probability that there are exzactly k out of 6 dice with at least 3. """
return scipy.special.comb(6, k, exact=True) * ((2/3)**k) * ((1/3)**(6-k))

exact_computed = sum(p(k) for k in range(3, 7))
print (f'Presny vysledek: {exact_computed}')

# Presny vysledek spoCitany hrubou silou:

def indicator(dice):
""" Return 1 1f at least three dice have at least 3, otherwise
return 0. """
if sum(1 for x in dice if x >= 3) >= 3:
return 1
else:
return 0O

all_outcomes = itertools.product(range(l, 7), repeat=6)
exact_bruteforce = sum(indicator(d) for d in all_outcomes) / (6%*6)
print (f'Hruba sila: {exact_bruteforcel}')

# Simulace:

N = 1000 # Number of tries

simulated = sum(indicator (random.choices(range(l, 7), k=6))
for _ in range(N)) / N

print(f'Simulace: {simulated}')

# MozZny vysledek:

# Presny vysledek: 0.8998628257887514
# Hrubd sila: 0.8998628257887518

# Simulace: 0.903

Porovnejme nase metody:
e Vypocet vzorcem:
— presny vysledek

— potiebovali jsme kombinatoriku a pfemyslet

pokud se zméni zadani, tak feSeni se zméni celkem dost

velice rychly vypocet
e Prochéazeni vsech moznosti:
— jednodussi vymysleni

— potfebujeme programovat
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presny vysledek (lis{ se v poslednich mistech floatu, ddno nepfesnostmi floatové
reprezentace, exact=True nevrac{ nativn{ float)

pokud se zméni zadani, tak se feseni skoro nezméni

pokud je mnozina elementarnich jeva velka, tak se tento postup nepouzitelny

Simulace:

— jednoduché vymysleni (skoro jako predchozi piipad)

pokud se zméni zadani, tak se feseni skoro nezméni

casova slozitost neni linedrni ve velikosti mnoziny elementdrnich jeva (N krat
vybirdme ndhodny prvek €, coz ¢asto zvladdme v O(log|2|) krocich)

nepfesny vysledek — zavisi na ndhodnych bitech pocitace a poctu pokusu

budeme potfebovat trochu teorie abychom odhadli jak jisti si jsme vysledkem
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7. Nechtf Q jsou vSechny permutace prvnich 100 piFirozenych é&isel, prostor jevii
jsou vSechny podmnoziny 2 a kazdy elementarni jev je stejné pravdépodobny.
Oznaéme jev A, Ze ndhodné zvolend permutace m € ) spliuje 7(j) = j (pro
1 <35 <100). Jsou A;, A nezdavislé jevy?

Reseni:
e Pocet permutaci v A; je piesné 99! (jeden prvek je fixni, zbytek permutujeme), tedy

991 1
Prid;] = To0r = Too

e Pocet permutaci v A; N Ay je presné 98! (dva prvky jsou fixni, zbytek permutujeme),
tedy

PI‘[Al ﬂAg] = — = —

e Dle definice nezdvislych jevii bychom potiebovali Pr[A;] Pr[As] = Pr[A; N Ay] (Defi-
nice, ale to neplati:
1 1

PI‘[Al n AQ} = 7é m = PI‘[Al} PI‘[AQ]

~ 9900

Zamysleme se nad pocitacovym feSenim:

import random

# indexujeme od nuly
def fixed(my_list, j):
return my_list[j] == j

my_list = list(range(100))
N = 100000

A1 =0
for _ in range(N):
random.shuffle(my_list)
Al += 1 if fixed(my_list, 0) else O
Al = A1 /N
print(£f'Pr[A_1] = Pr[A_2] = {A1} (= {1/1001)")

A1A2 = 0
for _ in range(N):
random. shuffle(my_list)
A1A2 += 1 if fixed(my_list, 0) and fixed(my_list, 1) else 0
A1A2 = A1A2 / N
print (f'Pr[A_1 and A_2] = {A1A2} (= {1/9900})")

# MozZny wvysledek:
# Pr[A_1] = Pr[A_2] = 0.00993 (= 0.01)
# Pr[A_1 and A_2] = 0.00012 (= 0.00010101010101010101)

e jednoduchd simulace
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e potfebujeme vice pokusu, protoze potiebujeme odhadnout s vétsi presnosti (mensi
pravdépodobnost, tak abychom nedostali nulu)

e vitbec nemtizeme pouzit hrubou silu, nebot 100! ~ 9.33 - 107, pro predstavu:

pocitaé vykona zhruba 107 instrukei za sekundu

linedrn{ algoritmus (dalsi permutaci najdeme v jednotkovém ¢ase) by trval zhruba
10148 sekund

staif vesmiru se odhaduje na 13.787 - 10° let
jeden rok trvé zhruba - 107 sekund
staif vesmiru je tedy zhruba 4.34 - 10'7 sekund

tedy linearni algoritmus ktery by prosel vSechny permutace 100 prvkové mnoziny
by bézel zhruba 103! st&if vesmiru
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8. Kazdy obdélnik na obrazku je soucéastka, ktera se muze porouchat s pravdépodobnosti p.
Presnéji feceno porucha znamend, ze skrz ni netece proud. Poruchy soucastek
jsou na sobé nezavislé. Jaka je pravdépodobnost, Ze stdle potece proud mezi
dvéma puntiky.

(a) (b)

— M

()

Resend:
(a) Jak postupujeme:

e Jedna soucdstka se neporouchd (tedy je ok, jev O, porouchd jev P) s pravdépodobnosti
Pr[O]=1-Pr[P]=1-p.

e Aby proud tekl, tak vSechny souc¢astky musi byt ok. Tedy néds zajiméa

PI‘[Ol n 02 n 03]

e 7 nezdvislosti jevu Py, P, mdme i nezdvislost jeva O, O (tedy jejich dopliku):

— Chceme: Pr[A N B] = Pr[A] Pr[B] pravé tehdy kdyz Pr[A N B] = Pr[4] Pr[B]
kde A = Q\ A je doplnék

— 7 minulého pifkladu preuspoirdddnim dostaneme (pro libovolné jevy)

Pr[A N B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[A U B]

— Tedy:

Pr[AN B] = Pr[A] + P

E
|
.
C
=

— Pouzijeme ze AUB = AN

Sy

— Tedy piseme:
Pr[A N B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[AU B]
= Pr[A] 4 Pr[B] — Pr[AN B]
= (1-="Pr[A])+ (1 = Pr[B]) — (1 — Pr[AN B])

=1—Pr[A] — Pr[B] + Pr[A] Pr[B] (z nezévislosti A, B)

— Chtéli jsme Pr[A N B] = Pr[A]Pr[B] = (1 — Pr[A])(1 — Pr[B]), coz je akorét
jinak napsany predchozi radek.
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e 7 nezavislosti jevi O1, O2, O3 mame rovnou
PI‘[Ol N 02 n 03] = PI‘[Ol] PI‘[OQ] PI‘[Og]
= (1 = Pr[P])(1 — Pr[P:])(1 — Pr[P5])
=(1-p’

(b) Druhy piiklad je podobny, ale potFebujeme aby aspon jedna sou¢édstka fungovala, tedy
chceme

PI‘[Ol U 02 U 03]

Jako ndpovédu pouzijte pozorovani ze Pr[A U B] = Pr[A] 4+ Pr[B] — Pr[A N B].

Jednodussi postup je, uvédomit si, ze se nemuzou porouchat viechny a pouzit nezavislost,
tedy

PI‘[Ol UOy U 03] =1- Pr[Pl NP N Pg]
=1- PI‘[Pﬂ PI’[PQ] Pr[Pg]
=1 7p3

(¢) Kombinace myslenek predchozich.

Samoziejmné muzeme simulovat (vSimnéte si, jak se podminka v indikdtoru mechanicky
prekldpi na vzorec pravdépodobnosti):

from random import choices
from typing import Sequence

# Pravdépodobnost chyby konkrétni souldstky (chyby jsou nezduislé).
p=20.1

# Pocet pokusi.

N = 1000000

def bernoulli_list(k: int, pr: float = p) -> Sequence[bool]:
"""Vract k sampli z Bernoulltiho rozdéleni s pravdépodobnosti pr."""
return choices([True, False], weights=[pr, 1-prl, k=k)

# a)

# R + A + A +

# o—/ 0 [-—] 1 [-—-] 2 [---o0
# R + A + A +

def proud_tece_a(soucastky: Sequence[bool]) -> int:
"""Indikdtor, jestli proud tece.
soucastky[t] = i-td souldstka je porouchand."""
assert len(soucastky) ==
return int(not soucastky[0] and not soucastky[1] and not soucastky[2])

# Kolikrdt proud tekl z N pokusi.

proud_tekl_a = sum(proud_tece_a(bernoulli_list(3)) for _ in range(N))
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simulation_a = proud_tekl_a / N

answer_a = (1 - p)#**3

error_a = abs(answer_a - simulation_a)

print(f'a) Simulovédno: {simulation_a} (chyba {error_a})')

#b)

# - +

# -] 0 [-—+
# e +
# / /
# [ A +
# o-——+———| 1 [--—+-—-0
# [ +
# / /
# e +
# == 2 |-+
# F———— +

def proud_tece_b(soucastky: Sequence[bool]) -> int:
"""Indikdtor, jestli proud tece.
soucastky[t] = i-td souldstka je porouchand."""
assert len(soucastky) ==
return int(not (soucastky[0] and soucastky[1] and soucastky[2]))

proud_tekl_b = sum(proud_tece_b(bernoulli_list(3)) for _ in range(N))

simulation_b = proud_tekl_b / N

answer_b = 1 - (p**3)

error_b = abs(answer_b - simulation_b)

print(f'b) Simulovédno: {simulation_bl} (chyba {error_b})')

# c)

# Fo———= + Fo———— +

# 4| 0 [+ oo A +

# / e + / e + / Fo—— + /

# o———+ +——] 2 [-——+ +==-0
# / Fm———= + / Fm———= + / Fm———— + Fm———= + /

# 4= 1 [ #===| 4 I-==] 5 |-+

# Fo———= + Fo———— + Fo———— +

def proud_tece_c(soucastky: Sequence[bool]) -> int:
"""Indikdtor, jestli proud tece.
soucastky[t] = i-td souldstka je porouchand.
assert len(soucastky) ==
return int(not (soucastky[0] and soucastky[1])
and not soucastky[2]
and (not (soucastky[3] and (soucastky[4] or soucastky[5]1))))

nmnn

proud_tekl_c = sum(proud_tece_c(bernoulli_list(6)) for _ in range(N))
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simulation_c = proud_tekl_c / N

answer_c = (1 - (p**2)) * (1 - p) * (1 - (p * (1 - ((1 - p)*x2))))
error_c = abs(answer_c - simulation_c)

print(f'c) Simulovédno: {simulation_c} (chyba {error_c})')

# MoZny vysledek:

# a) Simulovdno: 0.728696 (chyba 0.000304000000000082)
# b) Simulovdno: 0.999005 (chyba 5.000000000032756e-06)
# c) Simulovdno: 0.874083 (chyba 1.2000000000012001e-05)



3.2. 2. CVICENI 49

3.2 Cviceni

1. H&azime cinknutou minci — hlava padne s pravdépodobnosti p € [0, 1), orel padne
s pravdépodobnosti 1 — p. Hazime opakované dokud nepadne hlava.

(a) Jak vypada pravdépodobnostni prostor?
Resend:
e MnoZina elementdrnich jevi: Série hodu, které uvazujeme muzeme kédovat pomoci

H pokud padne hlava, O pokud padne orel, takze bychom mohli mozné série hodu
reprezentovat jako

{H,0H,00H,000H,0000H, ...}

Ale to je ponékud nepraktické, radéji budeme reprezentovat poc¢tem hodu (posledni
je urcité hlava, ty pfed nim jsou orlové):

Q=1{1,2,3,4,...}

e Prostor jevu: Mdme spoCetnou mnozinu elementdrnich jevu, takze muzeme brat
jako prostor jevu celou potenéni mnozinu mnoziny elementarnich jevi: F = P(Q).

Lehké cviceni z matematické analyzy: dokazte, ze pokud kazdému elementarnimu
jevu pritadime pravdépodobnost, tedy

Vw € Q: Pr[{w}] € [0,1]

pak vime, ze

PriQ] = > Pr{w}] =1

weN

VA€ F: Pr[A] = ) Pr{{w}]

weA

a tento vyraz je dobfe definovany (vzpomeiite na absolutni konvergenci, nekle-
sajici posloupnost a omezenou posloupnost).

e Pravdépodobnost: Jak jsme vidéli v predchozim bodé, tak staci urcit pravdépodobnost,
ze hodime pravé n-krat, coz je

Pr[{n}]=(1-p)" " 'p (pro libovolné n € N*)
protoze napied musi padnout n — 1 orli a pak jedna hlava.

Zkontrolujme jesté, Ze se vSe secte na jednicku. Pro jistotu napted zopakujme soucty
geometrické fady.

S = iqj
j=0

=l4+qg+¢+...+¢"
=14+q(l+q+¢+...+¢"")
=1+q¢(S—q")

tedy
S=1+4q(S—-q¢")
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S_qszl_qn—i-l
1_qn+1

S = (pokud ¢ # 1)

1—g¢q

a pro nekonec¢ny piipad

o ) n )
2.0 = lim > o
Jj=

§=0
1— n+1
= lim g
n—oo 1 —gq
1
“1T% (pokud [g| < 1)

Ted uz mtZzeme aplikovat piedchozi pro nasi pravdépodobnost:

Y Prl{ni]=) (1-p)"'p

nen neQ
=p(l+(1-p)+(1-p°+..)
=1

(b) Jaka je pravdépodobnost, ze hodime pravé trikrat (n-krat)?

Reseni: To uz jsme urcili v predchozim bodé, ale tato vlastnost je tak dilezitd, ze to
radsi zopakujeme:

Pri{n}]=(1-p)" 'p (pro libovolné n € NT)

Ptripomenme, ze tomuto se také nékdy tika geometrické rozdéleni. Dejte pozor na to, ze
0 < p <1 (pro¢?). Hodi se, kdyz pii hodu kostkou hézime znovu a zajima nds celkovy
pocet hodu.

(c) Jaka je pravdépodobnost, ze hodime nejvys tiikrat (n-krat)?

Reseni: Vyuzijeme soucet geometrické posloupnosti:

Pr[{1,2,...,n}] = Zp(l —p)it

=p) (1-py"
j=1

e O
Py
=1-(1-p"

(d) Jaka je pravdépodobnost, ze hodime lisekrat?
Reseni: Opét piimy vypocet:
Pr[{1,3,5,7,..}] = > _p(1 —p)*
j=0

=py (1-p)*

Jj=0
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(e) Simulujte piedchozi.

Reseni:

from random import random

def geometric(pr: float = 0.5) -> int:
"""pr 4s success probability, return the number of tosses until
the first success."""
assert pr > 0
sample = 1
fail pr = 1 - pr
while random() < fail_pr:
sample += 1
return sample

N = 1000000 # Pokusi
pr = 0.3

exactly_three_sim = sum(int(geometric(pr) == 3) for
exactly_three = pr * (1 - pr)#**2
print(f'a) Pr[tfi] = {exactly_three_sim} (= {exactly_three})')

in range(N)) / N

at_most_three_sim = sum(int(geometric(pr) <= 3) for
at_most_three = 1 - (1 - pr)#**3
print(£'b) Prlnejvys tf¥i] = {at_most_three_sim} (= {at_most_three})')

in range(N)) / N

odd_number_sim = sum(int(geometric(pr) % 2 == 1) for _ in range(N)) / N
odd_number = pr / (1 - (1 - pr)#**2)
print(f'c) Pr[lisekrat] = {odd_number_sim} (= {odd_number})')

# MoZny vystup:

# a) Prltri] = 0.147168 (= 0.14699999999999996)

# b) Prlnejvys t7Fi] = 0.65664 (= 0.657)

# c) Prl[lisekrat] = 0.58815 (= 0.5882352941176471)
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Hodime cinknutou korunou (panna s pravdépodobnosti p; € [0,1]) a cinknutou
dvoukorunou (panna s pravdépodobnosti p; € [0,1]). Oba hody jsou na sobé
nezavislé.

(a) Urcete pravdépodobnostni prostor.
Resend:
o MnoZina elementdrnich jevi:

Q= {P1P5, PLO3,0,P»,0:05}

kde P je panna O orel a index ukazuje na které minci to padlo.
e Prostor jevu:
F=P(Q)

e Pravdépodobnost: uréime znovu jen na jednoprvkovych jevech (na obecném jevu
suma):

Pr[{P1P}] = pip2

]
Pr[{P1O2}] = p1(1 — p2)
Pr[{O1P2}] = (1 — p1)p2
Pri{0102}] = (1 — p1)(1 — p2)

(b) Piipoménte si definici podminéné pravdépodobnosti (Definice |2.2).
(c) Spocitejte pravdépodobnost Pr[na obou padne panna | na koruné padne panna].

Reseni: Jev A ,na obou padne panna“ je forméalné A = {P; P}, jev B ,na koruné
padne panna“ je formélné B = {P; P, PiO2} (mé pravdépodobnost ostie vétsi nez
jedna). Pak podminéna pravdépodobnost je:

AN B]

Pr[A | B = Prl[ar[ 5

tedy

PI‘[{Pl.PQ} n {Plpg,PlOQ}]
PI‘[{Plpg, Plog}]
_ Prl{P P}
-~ Pr[{P, P, POs}]
_ P1p2
~ pip2 +pi(1—p2)
=ps (coz davd smysl, protoze ty hody jsou nezdvislé)

Pr{PiP} | {P1 Py, PLOo}] =

(d) Spocitejte pravdépodobnost Prlna obou padne panna | padne aspon jedna panna].
Reseni: Jev A ,na obou padne panna“ je formalné A = {P1 P}, jev B ,aspon jedna

panna“ je formalné C' = {P1 P, P1O3,01 P>} (ma pravdépodobnost ostfe vétsi nez
jedna). Pak podminéna pravdépodobnost je:

Pr[{P\ P} N {P P2, P,O3, 01 P,}]
Pr[{P. Py, PLO3, 01 P}

_ Pr[{P1 %}

"~ Pr[{PiP,, P03, 01 P:}]

Pr[{P1P2} ‘ {P1P2,P102,01P2}] =
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_ pP1p2
pip2 +p1(1 —p2) + (1 —p1)p2

(e) Simulujte:
Reseni:

from random import random

def toss(weights):
"""True = panna, False = Orel"""
coins = [False] * len(weights)
for i in range(len(weights)):
coins[i] = random() < weights[i]
return coins

N = 1000000
pl
p2

0.1 # panna na prvni mince
0.6 # panna na druhé minct

obe_panna = 0
prvni_je_panna = 0
aspon_jedna_panna = 0O

for _ in range(N):

coins = toss(weights=[pl, p2])

if all(coins):
obe_panna += 1

if coins[0]:
prvni_je_panna += 1

if any(coins):
aspon_jedna_panna += 1

pr_c_sim = obe_panna / prvni_je_panna
pr_c = p2

pr_d_sim = obe_panna / aspon_jedna_panna
pr_d = pl * p2 / (pl * p2 + pl * (1 - p2) + (1 - pl) * p2)

print (£ 'Pr[ob& pannal|koruna pannal] = {pr_c_sim} (={pr_c})')
print (f'Pr[ob& pannalaspoii jedna panna] = {pr_d_sim} (={pr_d})')

# MoZny vystup:
# Pr[obé panna/koruna pannal = 0.6017034,618418556 (=0.6)
# Pr[obé pannal/aspoi jedna pannal] = 0.09411977858579801 (=0.09375)
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3. Na louce rostou kvétiny, které maji bud bilé nebo éervené kvéty. Nahodna
kvétina ma bily kvét s pravdépodobnosti Pr[B] = 0.6, tedy pravdépodobnost ze
ndhodna kvétina ma éerveny kvét je Pr[C] = 0.4. Pravdépodobnost Ze Cervend
kvétina je jedovatd je Pr[J | C] = 0.25. Pravdépodobnost ze bild kvétina je je-
dovatd je Pr[J | B] = 1/12. Snédli jsme ndhodnou rostlinu a je ndm zle, jaka je
pravdépodobnost, ze ta rostlina meéla ¢erveny kvét?

Reseni: Reseni 1 — pouziti Bayesovy véty (Véta jako stroj:

e Mame €2, coz je mnozina vSech kvétin.

e Mame rozklad Q (vime, Ze kvetou bud bile nebo éervené), tedy jevy By = B, By = C.
Vime Pr[J | C] i Pr[J | B].
e Zajima nés Pr[C | J].

Dosadime do vzorce:

B Pr[J | O] Pr[C]
PrlC I = S TaT el 5 Pr | BIPrE
B 0.25-0.4
0.25- 0.4+ (1/12) - 0.6

—2/3

Resen{ 2 — pouzijeme predstavivost a kreslime:
e Necht je na louce 100 kytek.
Takze bilych je 60.

Cervenych je 40.

Jedovatych cervenych je 10.

Jedovatych bilych je 5.

Jedovatych je 15 (to je jmenovatel v Bayesové vété).

e Pravdépodobnost zZe kytka je ¢ervend kdyz je jedovatd je 10/15 = 2/3.
Par poznamek:

e Cisla byla hezkd, takze druhy postup je jednoduchy.

e Naprostd vétsina lidi nezvldda tento typ tlohy. Takze si nejlépe osvojte oba postupy.
Prvni je super pro pocita¢, druhy pro rychly odhad.
Muzeme zkusit i naivni simulaci:

from enum import Enum
from random import random

def bernoulli(pr: float = 0.5) -> bool:
return random() < pr

class Color (Enum) :
RED = 1
WHITE = 2
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class Plant:
"""Random plant."""
def __init__(self):
if bernoulli(0.6):
self.color = Color.WHITE
self.is_poisonous = bernoulli(1/12)
else:
self.color = Color.RED

self.is_poisonous = bernoulli(0.25)

N = 1000000 # Pokusi
poisonous = 0 # Kolik jsme vidéli jedovatych rostlin.
poisonous_red = 0 # Kolik 2z téch jedovatych bylo Eervenych

p = Plant()
if p.is_poisonous:
poisonous += 1
if p.color == Color.RED:
poisonous_red += 1

for _ in range(N):

assert poisonous > 0, "Pravdépodobnost Pr[A|B] neni definovana pokud Pr[B]=0"
print(f'Videli jsme {poisonous_red} Cervenjch jedovatych rostlin')

print(f'z celkem {poisonous} jedovatjch rostlin')

print(f'tedy Pr[cervend|jedovatd] = {poisonous_red/poisonous} (= {2/3})")

# MozZny vystup:

# Vidéli jsme 100562 Cervenych jedovatych rostlin

# z celkem 150617 jedovatych rostlin

# tedy Pr[cervend/jedovatd] = 0.6676669964213867 (= 0.6666666666666666)
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4. 'V prvni krabici je b bilych mickt a ¢ ¢ervenych mickia, ve druhé krabici také.
Napied vytdhneme jeden miéek z prvni krabice (uniformné ndhodné) a ddme
ho do druhé krabice. Pak vytidhneme jeden micek z druhé krabice (uniformné
ndhodné). Jak4 je pravdépodobnost, ze mi¢ek vytazeny z druhé krabice je ¢erveny?

(a) Navrhnéte vhodny pravdépodobnostni prostor.

Resent

e Mnozina elementdrnich jevi: Q = {B1Bg, B1Ca, C1 B, C1Cs} kde BBy znadi ze
jsme z prvnf krabice vytahli bily micek (a dali ho do druhé krabice) a pak jsme z
druhé krabice vytdhli bily micek. ..

e Prostor jevi: F = P(Q).

e Pravdépodobnost: znovu jen pro jednoprvkové jevy

P

)
Pr[{B,C,}] = (bi) (b+1+0>
)
)

Pr[{C1B,}] = (bic> (b Tilte
Pﬂﬂlcﬂ]<bjc>(biiic

(b) Spocitejte tu pravdépodobnost, kterou jsme chtéli.

Reseni: Pouzijeme podminénou pravdépodobnost (a projdeme moznosti, co se stane).

Pr[2. ¢erveny] = Pr[2. ¢erveny | 1. bily] Pr[1. bily] + Pr[2. ¢erveny | 1. éerveny] Pr[1. Gerveny]

_ c b c+1 c
“hilichic brlichre

B be clc+1)

S (b+o)b+1+c) (b+c)b+14c)
bt e+1)

C(bt+e)b+1+0)

o C

b+ec

A to samé bychom dostali i pfimo z rozepsani:

s () (i) () ()

s -

(c¢) Simulujte.
Reseni:
import random

bilych = 15



3.2. 2. CVICENI

cervenych = 37

kbelik_1 = ['B'] * bilych + ['C'] * cervenych
kbelik_2 = ['B'] * bilych + ['C'] * cervenych
N = 1000000

cervenych_z_druheho = 0
for _ in range(N):
druhy_kbelik = kbelik_2 + [random.choice(kbelik_1)]
assert len(druhy_kbelik) == 1 + len(kbelik_1)
if random.choice(druhy_kbelik) == 'C':
cervenych_z_druheho += 1

vysledek = cervenych / (cervenych + bilych)
print (f'Nasimulovali jsme {cervenych_z_druheho/N} (={vysledek})')

# MoZny vystup:
# Nasimulovali jsme 0.711212 (=0.7115384615384616)

o7
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5. Tento piiklad je vymySleny, zejména cCisla nesedi a realny svét je malinko

< ex s

slozitéjsi (tim se jesté budeme zabyvat), ale informace v ném nejsou daleko
od pravdy. V zemi nam #adi nemoc C.

(a)

(b)

Prostor elementarnich jeva (sample space) 2 jsou vSichni ob¢ané.

Oznaéime Ct C ) mnozinu vsech lidi, kteii dnes maji aktivni nemoc C,
oznaéime C~ = Q\ CT zdravé lidi.

Umime uniformné ndhodné samplovat lidi, tedy Vw € Q: Pr[{w}] = 1/|Q| (tady
w je jeden clovék).

Test ndm pro libovolného ¢lovéka odpovi ze je ¢lovék zdravy nebo nemocny.
Znaé¢me T+ C Q) mnozinu lidi pro které test odpovi, Ze jsou nemocni. Znaéme
T— = Q\ T mnozinu lidi pro které test odpovi, Ze jsou zdravi. Ale neni to
tak jednoduché, v pribalovém letaku testu se piSe:

— Sensitivity: (true positive) Pr[T+ | Ct] =0.9

— Specificity: (true negative) Pr[T~ | C~] =0.8
z tohoto muzeme odvodit chyby:

— False positive = false alarm = type I error

Pr[TT|C7]=1-Pt[T |C7]=0.2

— False negative = miss = type II error

Pr[T~ | CH] =1—Pr[T" | CH] = 0.1

Provedli jsme jeden test u kazdého z uniformné niahodné vybranych 50000
lidi a pozitivnich testii vyslo 1000. Tedy piedpokladdme, Ze Pr[T"] = 400 =

% = 0.02 (jak moc je tento predpoklad opravnény budeme zkoumat naddle).

Zajima nas Pr[CT| (vyndsobeno 100 ndm dd pocet nemocnych v procentech).
V Cem se toto lisi od reality?
Resend:
e Zejména v tom ndhodném testovani. Uvédomte si, ze trasovani nevybira lidi ndhodné.
Ve skutecnosti je velmi tézké vybrat ndhodného ¢clovéka (vice o tom pozdéji).

e Sensitivita a specificita jsou opravdu dilezité parametry testu (nezavisi na tom jaké
je procento nemocnych). Jejich vyhoda je, Zze pokud zndme Getnost nemoci v po-
pulaci, pak muZeme pomoci Bayesovy véty spocitat pravdépodobnost, ze ndhodné

dalsi test, abychom si byli jisti (viz domédci dkol).

e Sensitivita a specificita se urcuji experimentdlné, tedy je nezndme piesné (muzete
zkusit v simulaci co to udéld).

e Milion komplikaci pii popisu skute¢ného svéta, naptiklad nevime na ¢em zdvisi
pravdépodobnost chyby prvniho nebo druhého druhu (t¥eba je pro danou krevnf
skupinu false positive pravdépodobnéjsi. . . ).

Spocitejte Pr[CT].

Reseni: Vyuzijeme vétu o tplné pravdépodobnosti: pokud By, By € F je rozklad
(tedy By N By = () a navic By U By = (), pripomenime ze véta plat{ i pro spocetny
rozklad Bi, Bs,...), pak pro libovolné A € F médme

Pr[A] = Pr[A | B1|Pr[B;] + Pr[A | B2] Pr[Bs]
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Aplikujeme predchozi:
Pr[T*] = Pr[T* | CT|Pr[CT] + Pr[TT | O~ Pr[C]
= Pr[Tt | CH]Pr[CH] + Pr[Tt | C7](1 — Pr[CY])
preusporadame
Pr[T"] = Pr[T" | CT]Pr[CT] + Pr[TT | C7](1 — Pr[CT])
Pr[T") = Pr[T" | CT)|Pr[CT] + Pr[TT | C7] — Pr[TT | C7]Pr[C]
Pr[Tt] = (Pr[TT | CT]| = Pr[TT | CT))Pr[CT] + Pr[TT | C7]
Pr[T*] —Pr[Tt | C7]

+1
Pl = S o e o
0.02-0.2
s
Pl = S50z

Pr[Ct] ~ —0.257

(c) Co se stalo spatné?

(d)

Reseni: Takova data bychom necéekali ani kdyby viichni byli zdravi (vyslo ndm piilis
mélo pozitivnich).

Erratum:
i. Puavodné bylo: Takze jsme rozhodné netestovali ndhodny vzorek populace.
ii. Problém tohoto vysvétleni: Ani kdybychom testovali jen zdravé lidi, tak by to
nebylo dobré vysvétleni.
iii. Lepsi pokus o vysvétleni:
e Mozna, ze parametry testu byly odhadnuty chybné.

e Je mozné, ze laborator omylem poslala $patnd data (napiiklad jeden laborant
prohodil po¢et pozitivnich a negativnich vysledku u svych testu).

e Je mozné, ze ndhodou testy fungovaly mnohem lépe, nez mély. Tieba jsme
dostali varku necekané presnych testu. Specidlné neni nemozné, ze 20 hodu
spravedlivou minci nam d& 20 hlav, je to jen extrémné nepravdépodobné. Od-
hadem pravdépodobnosti takovéto chyby se budeme v ramci predmétu jesté

zabyvat.
Jak by vyslo predchozi kdyby Pr[T" | CT] = 0.99,Pr[T~ | C~] = 0.98,Pr[T"] =
0.27
Reseni:
+]_ + 10—
Pl = Pr[T*] - Pr[T* | C]
Pr[T+ | C+] = Pr[T+ | C]
0.2-0.02
099 —0.02
~ 0.185

Coz ddva smysl (je spis pravdépodobné, ze zdravého chybné oznacime za nemocného
nez naopak).

Simulujte predchozi.

Reseni:
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from random import random

def bernoulli(pr: float = 0.5) -> bool:
return random() < pr

class Human:
"t _qllness_probability ts our unknown!
_illness_probability = 0.185

nmnn

nn HRandom human. nimnn
def __init__(self):
self.is_ill = bernoulli(Human._illness_probability)

class IllnessTest:
sensitivity = 0.99 #
specificity = 0.98 #

Pr[T+[|C+]
Pr[T-/C-]

def test(h: Human) -> bool:
"""Return True <f the test says h s 211."""
if h.is_ill:
return bernoulli(IllnessTest.sensitivity)
else:
return not bernoulli(IllnessTest.specificity)

N = 50000 # Number of samples
false_positives = 0
true_positives = 0

ill_humans = O

for _ in range(N):
h = Human()
if h.is_ill:
ill_humans += 1
if IllnessTest.test(h):
# The test is positive and the human s %ll.
true_positives += 1
else:
if IllnessTest.test(h):
# The test is postitive and the human s healthy.
false_positives += 1

pr_positive_test = (true_positives + false_positives) / N
pr_true_positive = true_positives / ill_humans
pr_false_positive = false_positives / (N - ill_humans)
illness_estimate = ((pr_positive_test - pr_false_positive)

/ (pr_true_positive - pr_false_positive))

print (f'Pr[positive test]={pr_positive_test}')
print (f'Pr[false positive]l={pr_false_positive} (={1-IllnessTest.specificity})"')
print (f'Pr[true positivel={pr_true_positive} (={IllnessTest.sensitivity})')
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print (f'Pr[nemoc]={illness_estimate} (={Human._illness_probabilityl})"')

# MozZny vystup:

# Prlpositive test]=0.1976

# Prlfalse positive]=0.01945124938755512 (=0.020000000000000018)
# Prl[true positivel]=0.989760348583878 (=0.99)

# Pr[nemoc]=0.1836 (=0.185)
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6. V Supliku mam b € N paru bilych, ¢ € N paru ¢ernych ponozek a s € N paru
sepranych ponozek. Potifebuju si vytadhnout ¢tyfi pary ¢ernych ponozek (jedu na
prodlouzeny vikend tancovat). Kdyz vytahnu étyfi ndhodné pary ponozek (mam
je napdrované v supliku), jakd je pravdépodobnost, ze viechny budou ¢erné?

Reseni: Dle definice podminéné pravdépodobnosti (Definice b muzeme napsat (kterd
pravdépodobnost mus{ byt nenulovi?):

Pr[AN B] = Pr[A]Pr[B | A
Pr[ANn BN C] =Pr[A]Pr[B | A]Pr[C | AN B

Tedy muzeme psat Cq, Cs, Cs3, Cy jevy, ze prvni, druhy, tieti, ¢tvrty par vytazenych ponozek
jsou ¢erné.

PI‘[Cl n CQ N 03 n 04] = PI‘[Cl] PI‘[CQ I Cl] PI‘[Cg | Cl n 02] PI‘[C4 | Cl n Cg N 03}

_ c c—1 c—2 c—3
" \b+4c+s b+c—1+s b+c—2+s b+c—3+s

Mohli bychom spoéitat kolik je ¢tvefic ¢ernych ze vsech ¢tveric (ale predchozi postup byva
uzitecny):

(2)
(b+z+s)

Pr[C’1 N 02 n 03 n 04] =

from random import sample
from scipy.special import comb

10 # bilych ponozek
c = 156 # cernych ponozek
5 # sepranych ponozek

suplik = ['B'] * b + ['C'] *x ¢ + ['S'] * s

N = 1000000
cernych = 0
for _ in range(N):
vyber = sample(suplik, k=4)
if vyber == ['C'] * 4:
cernych += 1

pr_vsechny_cerne = c*(c-1)*(c-2)*(c-3) / ((b+c+s)*(b+c-1+s)*(b+tc-2+s)*(b+c-3+s))
print(f'Pr[4 cerne] = {cernych/N} (={pr_vsechny_cerne})')

pr_vsechny_cerne_komb_cislo = comb(c, 4, exact=True) / comb(b+c+s, 4, exact=True)
assert abs(pr_vsechny_cerne - pr_vsechny_cerne_komb_cislo) < 0.000001

# MoZny vystup:
# Prl4 cerne] = 0.049479 (=0.04980842911877394)
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3.3 Cviceni

1. Rozmysleme si, pro¢ nezavislost vice jevi neni to samé jako nezavislost po dvou.

(a)

(b)

Najdéte jevy A, B, C takové, ze jevy jsou po dvou nezavislé, ale Pr[ANBNC| #
Pr[A] Pr[B] Pr[C].

Reseni: Méjme pravdépodobnostni prostor hod dvéma spravedlivymi mincemi 2 =
{HH,HO,0OH,00}, F = P(Q), Pr[HH] = Pr[HO] = Pr|[OH]| = Pr[OO] = 1/4.
Meéjme jevy

A={HH,HO}
B={HH,OH}
C ={HO,0H}

tedy
Pr[A] = Pr[B] = Pr[C] =1/2
Ty jsou po dvou nezavislé:

Pr[AN B] = Pr[{HH}] = 1/4
Pr[ANC] = Pr[{HO}] = 1/4
Pr[BNC] = Pr[{OH}] = 1/4

Ale

Pr[ANBNC] =Pr[l] = 0 # 1/8 = Pr[A] Pr[B] Pr[C]

Najdéte jevy A, B, C takové, ze Pr[A N B N C| = Pr[A] Pr[B]Pr[C], ale jevy
nejsou po dvou nezavislé.

Reseni: Jedno z moznych feseni: Uvazme pravdépodobnostni prostor s elementérnimi
jevy Q = {a,b,c,z} a jevy A = {a,z}, B = {b,2}, C = {¢,z}. Necht Pr[{a}] =
Pr[{b}] = Pr[{c}] = p a Pr[z] = ¢. Aby bylo Pr[Q] = 1, musi platit 3p + ¢ = 1, tedy
q =1—3p. Pak mame Pr[A] =Pr[B]| =Pr[C]=p+q=1—2p.

Chceme, aby jevy byly po tiech nezavislé, tedy Pr[A N B N C| = Pr[A] Pr[B] Pr[C].
Prinik vSech tii obsahuje jenom z, takze mé pravdépodobnost ¢, vSechny tii jevy na
pravé strané maji pravdépodobnost 1 — 2p. Takze musi platit ¢ = (1 — 2p)?, tedy
1—3p = (1—2p)3. To je kubicka rovnice s jednim kofenem v intervalu (0, 1), konkrétné

:3_\/g

=0.317.
4

q

Z toho dostaneme p = 1 — 3¢ = 0.049. Mame tedy A, B, C po tiech nezavislé.

Jak je to s nezavislosti po dvou? Pruniky dvojic obsahuji zase jenom z, takze by muselo
platit ¢ = (1 —2p)?, tedy 1 — 3p = (1 — 2p)2. Ale jelikoz 1 — 3p je uz rovno (1 — 2p)3,
nemiize to byt soucasné (1 — 2p)?, leda by bylo 1 —2p = 1, &ili p = 0.
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2. Hazite dvéma rozlisitelnymi kostkami.
(a) Uréete vhodny pravdépodobnostni prostor.
Resend:
e Mnozina elementdrnich jeva Q = {11,12,13,14,15,16,21,22,...,66} (|Q2] = 36).
e Prostor jevu F = P(Q).

e Pravdépodobnost je pro kazdy elementdrni jev stejnd, tedy Pr[{zy}] = 1/36 kde
x,y € {1,2,3,4,5,6}.

(b) Spocitejte pravdépodobnost, ze aspon na jedné kostce padla Sestka, kdyz
vite jaky soucet padl.

Resend: Zajimé nas
Pr{zy} |z +y = k] (kde =,y € {1,2,3,4,5,6}, k € {2,3,...,12})
Napred zkusme jen chvili premyslet, napiiklad pokud k& = 2, tak urcité vime, ze ani

na jedné kostce nepadla Sestka (protoze bychom dostali soucet aspon sedm). Takze uz
vime

Prl{zy} |z +y=2]=Pr[{ay} |z +y=3]=...=Pr[{zy} |z +y=6]=0

Pokud bychom na to §li z druhé strany, tak pokud soucet je aspon jedenéct, tak urcité
aspon na jedné kostce padla Sestka (soucet deset jde ziskat jako soucet dvou pétek).

Pri{zy} |z +y =12] = Pri{ay} |z +y =11] =1

Jak tedy dopadne pravdépodobnost, kdyz soucet je deset? Oznacéme si jev
D = {46,55,64}
kdy padl soucet deset. Oznacéme si jev aspon jedna Sestka

S = {16,26,36, 46, 56, 66, 61, 62, 63, 64, 65} .

Pr[S N D]
Pr[D]

 Pr[{46,64}]

~ Pr[{46,55,64}]
2

3

Pr[S | D] =

Obdobné bychom mohli spocitat zbytek. Tohle je spis prace pro pocita¢ (takhle maly
pravdépodobnostni prostor muzeme probrat cely).

# soucet[k] = kolikrdt jsme vidé€li souclet k

soucet = [0] * 13

# sestek[k] = kolikrdt jsme vidé€li aspomt jednu Sestku, kdyZ soulet byl k
sestek = [0] * 13

for i in range(l, 7):
for j in range(1l, 7):
soucet[i + j] += 1
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if (1 == 6) or (j == 6):
sestek[i + j] += 1

for s in range(2, 13):
print (f'Pr[aspoii jedna Sestka | soutet = {s}] = {sestek[s]}/{soucet[s]}")

Vgystup:

Prl[asponi jedna Sestka
Pr[asponi jedna Sestka
Pr[aspofi jedna 3estka
Pr[asponi jedna 3estka
Prl[asponn jedna 3estka
Prl[asponi jedna Sestka
Prl[asponi jedna Sestka
Pr[aspofi jedna 3estka
Pr[asponi jedna 3estka
Prl[aspon jedna 3estka
Prlasponi jedna 3estka

soucet = 2] = 0/1
soucet = 3] = 0/2
souCet = 4] = 0/3
soucet = 5] = 0/4
soucet = 6] = 0/5
soucet = 7] = 2/6
soucet = 8] = 2/5
souCet = 9] = 2/4
soucet = 10] = 2/3
soucet = 11] = 2/2
soucet = 12] = 1/1

HOWH O O RO R R W™ R BB
~ N N YN YN YN YN YN Y Y~

Mohli bychom i simulovat i pFesné pocitat pomoci jazyka R, skript napsal Robert Samal:

title: "cvicl-simulace kostek"
output:

pdf_document: default
html_notebook: default

# Simulace

Napfed jednoduché hratky s hdzenim jednou kostkou.
Prikaz sample vraci datovy typ vector, s tim se da vektorové pracovat.

o {r}

N=10

kostka = sample(1:6, N, replace=TRUE)

kostka

#2xkostka

#kostka==

#sum(kostka==1)

#kostkalc(1,2,3,4)]

#kostka[kostka<=3]

#sum (kostka==1)+sum(kostka==2) +sum(kostka==3) +sum(kostka==4) +sum (kostka==5) +sum (kostka==

A ted’ se dostavéme k simulaci domdciho dkolu s kostkami.
VSsimnéte si, jak podminénd pravdépodobnost znamena vlastné to,
Ze se omezime (v Citateli i ve jmenovateli) na ty soufadnice, kde plati podmifiujici jev.

o {r)
N = 1074

kostkal = sample(1:6, N, replace=TRUE)
kostka2 sample(1:6, N, replace=TRUE)
soucet = kostkal + kostka2
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SD = soucet==10
PS = kostkal==6
NS = kostkal==6 | kostka2==6

cat("\nP(SD)=", sum(SD)/N)
cat ("\nP(PS)=", sum(PS)/N)
cat ("\nP(NS)=", sum(NS)/N)

cat ("\nP(PS|SD)=", sum(PS & SD)/sum(SD))
cat ("\nP(NS|SD)=", sum(NS & SD)/sum(SD))
cat ("\nP(PS|NS)=", sum(PS & NS)/sum(NS))
cat ("\nP(SD|NS)=", sum(SD & NS)/sum(NS))
cat ("\nP(NS|PS)=", sum(NS & PS)/sum(PS))
cat ("\nP(SD|PS)=", sum(SD & PS)/sum(PS))
cat("\n")

c(e6/11, 1/6, 1/12, 1/3, 2/3, 2/11,11/36)

# Projtti celého pravdépodobnostniho prostoru
Funguje jen pro malé prostory, jinak trva moc dlouho!

o {r}

Omega = expand.grid(k1=1:6,k2=1:6)
kostkal = Omega$kl; kostkal
kostka2 = Omega$k2; kostka2
soucet = kostkal + kostka2

N = length(kostkal)

SD = soucet==10

Omega$soucet = soucet
Omega$SD = SD
Omega

SD
PS = kostkal==6
NS kostkal==6 | kostka2==6

cat ("\nP(SD)=", sum(SD)/N)
cat ("\nP(PS)=", sum(PS)/N)
cat ("\nP(NS)=", sum(NS)/N)

cat("\nP(PS|SD)=", sum(PS & SD)/sum(SD))
cat("\nP(NS|SD)=", sum(NS & SD)/sum(SD))
cat ("\nP(PS|NS)=", sum(PS & NS)/sum(NS))
cat("\nP(SD|NS)=", sum(SD & NS)/sum(NS))
cat ("\nP(NS|PS)=", sum(NS & PS)/sum(PS))
cat ("\nP(SD|PS)=", sum(SD & PS)/sum(PS))

cat("\n")
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3. V truhle je sto minci. Z nich 99 je normalnich, ale jedna ma na obou stranach
orla.

(a) Uréete vhodny pravdépodobnostni prostor.
Resend:
e Mnozina elementdarnich jevi (mince jsou o¢islované):
Q=
|- HHHHHH,
1~ HHHHHO,

1 — 000000,
9 HHHHHH,

9 -HHHHHH,

99 — 000000,
100 — OO0O000

}

e Prostor jevu F = P(Q).

e Pravdépodobnost vytazeni kazdé mince je stejna. Pravdépodobnost ze spravedlivou
minci nahdzime néco je stejna jako ze s ni nahdzime néco jiného.

Prlj — ABCDEF] = Too—s
(prokazdé 1 < j <99, A, B,C,D,E,F € {H,0})

1
Pr{100 — 000000) = —

(b) Vytdhneme ndhodnou minci a Sestkrat s ni hodime, pokazdé padne orel.
Jaka je pravdépodobnost, Ze jsme si vytdhli dvouorlovou minci? (Zkuste
napied odhadnout, pak spocitat.)

Reseni: Znacme

0, = {100 — 000000}
Og = {1 — 000000,2 — 000000, ..., 100 — 000000}

pak piseme

Pr [dvouorlovd | Sest orlia] = Pr [0 | O]
_ Pr [02 n 06]
~ Pr[0g]

_ Pr{O,]
~ Pr[Og]

L
100

~ %01 _ . L.
99 002 t 100
~ 0.3826
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(¢) Simulujte.
Resent:
from random import choice
from random import choices

class FairCoin:
dvou_orlova = False
def toss(self):
return choices([True, False], k=6)

class DvouOrlova:
dvou_orlova = True
def toss(self):
return [True] * 6

mince = [FairCoin()] * 99 + [Dvoulrlova()]

N = 10000000
sest_orlu = 0
dvouorlovych = 0

for _ in range(N):
m = choice(mince)
if all(m.toss()):
sest_orlu += 1
if m.dvou_orlova:
dvouorlovych += 1

exact = 0.01 / (0.01 + 0.99%2%*(-6))
print (f'Pr[dvouorloval|000000] = {dvouorlovych/sest_orlu} (={exactl})')

# MoZny vystup:
# Pr[dvouorlova/000000] = 0.3895867899186221 (=0.39263803680981596)
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4. Pfipomenme co je ndhodna veli¢ina a jeji stifedni hodnota.
Reseni: Napiiklad objem alkoholu.

from random import choice

alcohol_content = {
"svetlé pivo" : 0.045 * 0.5, # 4,57 0.5 litru
"tmavé pivo" : 0.04 * 0.5, # 4/ 0.5 litru
"slivovice" : 0.51 * 0.04, # 517 0.04 litru
"bilé vino" : 0.11 % 0.2, # 117 0.2 litru
"Cervené vino" : 0.11 * 0.2, # 117 0.2 litru
"Taj" : 0.52 x 0.04, # 527 0.04 litru
}

def drink():
# Vrac? jeden elementdrni jev z Umega.
return choice(list(alcohol_content.keys()))

def X(drink):
# Vrac? objem vypitého alkoholu v litrech.
# X: OUmega -> R
return alcohol_content [drink]

N = 100

alkohol = 0.0

for _ in range(N):
alkohol += X(drink())

EX = sum(alcohol_content.values()) / len(alcohol_content)

print (f'Stfedni hodnota objemu alkoholu v jednom drinku je {alkohol / N} (= {EX})"')

# MozZny wvystup:
# El[alkohol] je 0.02108899999999999 (= 0.021283333333333335)

E[X] = Z xPr[X = z]
z€ Im(x)
= Y aPrfwe Q| X(w) =u}|
z€ Im(x)

=0.0225 Pr[{svétlé pivo}]
+ 0.02 Pr[{tmavé pivo}]
+ 0.0204 Pr[{slivovice}]
+ 0.022 Pr[{ervené vino, bilé vino}|
+0.0208 Pr[{caj)]

Co kdyby pravdépodobnost kostky nebyla uniformni?
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Reseni: Vzorec se neméni, akordt se méni pravdépodobnost jevi Pr[X = z].
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5. Na stole jsou dvé obélky, v jedné je k korun, ve druhé ¢ korun (k,¢ € N). Muzete
oteviit jednu obdlku a na zdkladé sumy v ni se rozhodnout jestli si nechate tu
otevienou nebo si vezmete tu druhou (nehledé na to, kolik je v té druhé). Umite
vymyslet zptsob jak odejit s tou s vétsim obnosem s pravdépodobnosti ostie
vétsi nez jedna polovina? Urcete stfredni hodnotu vyhry.

Reseni: Uniformné ndhodné zvolime prvni obalku. Pokud vidime m korun, pak hazime
spravedlivou minci, dokud nepadne hlava. Pokud celkovy pocet hodu je ostie mensi nez m,
pak si obalku nechame, jinak si vezmeme tu druhou. Kdyz k < ¢ tak pravdépodobnost, ze
vyménime obdlku s k korunami je ostie vétsi nez pravdépodobnost, ze vyménime obéalku s ¢
korunami.

Vzpomente na geometrické rozdéleni z minulého cviceni. Pravdépodobnost, ze odejdu s k ko-
runami je
1
Pr[dostanu k K& = = (1 — 0.5571) + 50.52_1

— 0.5 +0.5°

Il
Nl = ol — ol —

+ (0.5° — 0.5%)

Stfedni hodnota vyhry
. 1 ¢ k 1 k ¢
E[win] = k 3 + (0.5° = 0.5%) ) + ¢ 3 + (0.5 — 0.5%)

from random import randint
from random import random

def geometric(pr: float = 0.5) -> int:
""pr is success probability, return the number of tosses until
the first success."""
assert pr > 0
sample = 1
fail pr = 1 - pr
while random() < fail_pr:
sample += 1
return sample

# Our unknown amounts.
envelopes = [5, 10]

N = 1000000 # Number of samples.
total_amount = 0 # Total sum that we got during all samples.
got_larger = 0O # Number of times we walked away with the larger sum.

for _ in range(N):
# Pick the first envelope at random.
chosen = randint(0, 1)
if geometric() < envelopes[chosen]:
# Keep this one.
pass
else:
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# Choose the other.
chosen = 1 - chosen

if envelopes[chosen] >= envelopes[l - chosen]:

got_larger += 1
total_amount += envelopes[chosen]

print(f'Pr[selected larger] = {got_larger / N}')
print (f'E[win] = {total_amount / N}')

# Possible outcome:
# Pr[selected larger] = 0.530087
# Elwin] = 7.650435

KAPITOLA 3. RESENI
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6. Spocitejte stiredni pocet porovnani quick-sortu:

from random import randint

def

def

(b)

(c)

partition(arr, begin, end):
pivot_i = randint(begin, end - 1)
(arr[pivot_i], arr[end-1]) = (arr[end-1], arr[pivot_il)
pivot = arr[end - 1]
i = begin
for j in range(begin, end):
if arr[j] < pivot:
(arr[i], arr[jl) = (arr[j], arr[il)
i+=1
(arr[i], arr[end-1]) = (arrlemnd-1], arr[il])
return i

quick_sort(arr, begin, end):
if end <= begin:

return
p = partition(arr, begin, end)
quick_sort(arr, begin, p)
quick_sort(arr, p+l, end)

Uvédomte si, ze kazdd dvé ¢éisla porovnite nejvys jednou (pokud se zadné
¢islo neopakuje). Pro jednoduchost budeme predpokliadat, ze se &isla neo-
pakuji (jinak bychom museli mluvit o jejich pozici v utfidéném poli).

Vytvorte vhodny pravdépodobnostni prostor.

Reseni: Tohle je piiklad ne p#ilis pekného pravdépodobnostniho prostoru. Uvidite, ze
daleko 1épe se bude pracovat s ndhodnymi proménnymi.

Ale béh algoritmu je ddn permutaci na vstupu a volbami pivotu. Tedy napiiklad
muzeme vzit jako jeden elementdrni jev vstupni permutaci a stack-trace algoritmu (na
které intervaly se rekurzi a jaké pivoty se voli).

Prostor jevi bude potentni mnozina (mnozina elementérnich jevu je kone¢nd).

Navrhnout pravdépodobnost neni tak jednoduché (zkuste). Pocitat s ni neni nic moc
ptijemného.

I kdybychom si uvédomili, ze doba béhu nasi implementace nezavisi na vstupni permu-
taci (misto vybéru pivota nékde bychom ho vybrali jinde), tak tento pravdépodobnostni
prostor neni zadny med.

Definujte ndhodnou proménnou urcujici poéet porovanych dvojic, vyjadiete
ji jako soucet jednodussSich a pouzijte vétu o linearité stifedni hodnoty.

Reseni: Zajimé nés stfedni hodnota C, coz je pocet porovnani. Kazdé dva prvky
vysledku potencidlné mohou byt porovnany. Tedy volme C;; ndhodnou proménnou,
ktera je rovna jedné pokud i-té nejmensi ¢islo je porovnéno s j-tym nejmensim ¢éislem
(kde bereme 1 <4 < j < n) a nule jinak. Takovym C; ; itkdme indikdtorovd proménnd.

Uvédomme si, ze pokud néjaké k-té nejmensi ¢islo kde ¢ < k < j je zvoleno jako pivot
pfed tim, nez se pivotem stane i nebo j, tak C;; = 0, ale jinak je rovnd jedné. Tedy
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muzeme psat
2

Pl ===

Nés zajima stfedni hodnota

2 2
EC;]=1-—— +0- (1 - ——
[Cis] j—i+1+ ( j—z’—l—l)

_ 2
Cj—i+1

Ve skutecnosti nés ale zajima stfedni hodnota poc¢tu vSech porovnani

=23 Y @,

i=1 j=i+1

n—1 n
= Z Z E[C; ;] (linearita stfedni hodnoty)
i=1 j=i+1

n—1 n 9
*;jglj—iﬂ

n—1n—:

2 .

n—1

= Z 2(Hp—it1— 1)

i=1

n—1
< Z 21n(n)
i=1

= 2nln(n)

(d) S jakou pravdépodobnosti provede quick-sort aspon 10n1n(n) porovnani?

e Scitdme n kladnych redlnych é&isel ay,as,...,a, € [0,00). Vime, ze

iai = S
i=1

Pro kolik z téch ¢&isel plati a; > 55/n?
Reseni: Nejvys pro n/5 z téch cisel. I kdyby ostatni byla nulov a tato velka byla
presné tolik, pak (n/5)(55/n) = S.

e Co kdybychom ta cisla s¢itali vazené? Tedy formalné: méjme nidhodnou
proménnou o které vime Pr[X = j] pro j € {1,2,...,m} (kde pro jed-
noduchost pfedpokldddme > 7", Pr[X = j] = 1, tedy Ze X md hodnoty
1,2,...,m). Vime E[X] = Z;”:ler[X = j] = S. Jakd je pravdépodobnost
Pr[X > 59]?

Reseni: Obdobné

S = E[X]
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= ZjPr[X =] (protoze Im(X) ={1,2,...,m})

v
N
EU.
B
I

tedy

Pr[X >55] < 1/5

e Gratuluji, vymysleli jste Markovovu nerovnost.

e Casto byva mnohem jednodussi pouzit Markovovu nerovnost nez piimo
pocitat pravdépodobnost. Obéas muzeme dostat i silnéjsi odhady po-
moci Cebysevovy nebo Cernovovy nerovnosti. Na to budeme potiebovat
rozptyl a dalsi znalosti o ndhodnych proménnych.
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3.4

1.

Pravdépodobnost, ze jsme hodili presné tolikrat

KAPITOLA 3. RESENI
Cviceni

Hazim micem na kos. V kazdém pokusu mam pravdépodobnost p ze se trefim
(jednotlivé hody jsou nezavislé). Skoné¢im po prvnim zasahu. Ozna¢me X celkovy
pocet hodu.

(a) Jaké je pravdépodobnostni rozdéleni X (tj. distribuce)? Jinak fec¢eno urcete
pravdépodobnostni funkci px (tj. pro kazdé = urcete px(z) = Pr[X = z]).

Reseni: Je to geometrickd distribuce, tedy n — 1 hod@ musi jit vedle a posledni se
musi podafit.

px(n)=(1—-p)" 'p

0.10 -

0.08 1

0.06 -

0.04 -

0.02 -

0.00 -

0 20 40 60 80 100 120
Pocet hodl

Obréazek 3.1: Histogram s jakou pravdépodobnosti jsme udélali pravé tolik hodu.

(b) Jaka je Pr[X >10| X > 5]?
Reseni: Muzeme si rozepsat na disjunktni jevy:
Pr[X > 10 a zdroveni X > 5]
Pr[X > 5]

_ Pr[X > 10]
~ Pr[X > 5]
_ Z;imp(l *p)j

Z;i5 p(1—p)

Pr[X > 10| X >5] =
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(c)

(d)

(e)

_(1=p)p
(1-p)°/p
=(1-p)Q°

Jaka je E[X]?
Reseni: Na prednésce bylo E[X] = 1/p.
Jaka je E[X | X je sudé]?

Resend:
E[X | X je sudé] = Z zPr[X =z | X je sudé¢]
z€ Im(X)
oo
= _(2)) Pr[X = 2]

j=1

Simulujte.

Resend:

import matplotlib.pyplot as plt
from collections import Counter
from random import random

def geometric(pr: float = 0.5) -> int:
"""'pr 4s success probability, return the number of tosses until

the first success."”"""

assert pr > 0

sample = 1

fail pr = 1 - pr

while random() < fail_pr:
sample += 1

return sample

N = 100000

# a)
cnt = Counter(geometric(0.1) for
distribution = {}
for ¢ in cnt:
distribution[c] = cntlc] / N

in range(N))

plt.bar(distribution.keys(), distribution.values())
plt.xlabel("PoZet hodua")

plt.ylabel("Pravdépodobnost, Ze jsme hodili pfesn& tolikrat")
# plt.show()

plt.savefig('lemma_o_dzbanu.pdf')

#b)

7
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p=0.1
gegb = 0
geqlO_when_geqb = 0
for _ in range(N):
res = geometric(p)
if res >= 5:
gegb += 1
if res >= 10:
geqlO_when_geqb += 1
print (£ 'Pr[X>=10 | X>=5] = {geqlO_when_geq5/geq5} (={(1-p)**5})"')

# c)
print (£ 'E[X] = {sum(geometric(p) for _ in range(N)) / N} (={1/p})")

# MoZny vystup:
# Pr[X>=10 | X>=5] = 0.5907960009158209 (=0.5904900000000001)
# E[X] = 10.01754 (=10.0)
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2. V testu je 20 otazek s volbami a,b,c,d. Za sprdvnou odpovéd’ (vzdy je jen jedna
odpovéd spravnd) je 1 bod, za Spatnou —1/4 bodu, za nevyplnénou otdzku nula.
Kazda otazka je s pravdépodobnosti p jednou z téch, co se Kvido naucil a tedy
zna spravnou odpovéd. Pokud spriavnou odpovéd nezni, vi o tom, a miiZe se
rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jaka je stfedni hodnota poé¢tu bodu, které Kvido ziskd, pokud bude od-
povidat jenom otazky, u kterych zna odpovéd’?

Reseni: Odpovéd na otdzku j znd s pravdépodobnosti p. Oznaéme tedy nédhodnou
veli¢cinu X; pocet bodu za j-tou otazku. Z linearity stfedni hodnoty:

20
E[pocet bodu, netipuje] = Z E[X;]
1

J

[
(=)

I
7

Il
[N
g1

(b) A co kdyZ bude tipovat, kdyZ nezn4 spravnou odpovéd’?

Reseni: S pravdépodobnosti p prosté zng odpovéd. Pokud neznd a tipne, pak s
pravdépodobnosti 1/4 dostane bod, s pravdépodobnosti 3/4 ztrati 1/4 bodu. Pravdépodobnost,
ze dostane jeden bod tedy je

Prly; =1]=p+ (1 —-p)/4=(1+3p)/4
a pravdépodobnost, ze ztrati ¢tvrtbod
PrY; = —1/4] = (1 - p)3/4 = (3 - 3p)/4
Oznacime Y; pocet bodu za j-tou otdzku, kdyz tipuje a pouzijeme linearitu stiedni

hodnoty. Tedy muzeme psét

20
E[pocet bodu, tipuje] = Z 1(1+3p)/4+ (—1/4)(3 —3p)/4

- ;31(1(1 +3p)/4+ (=1/4)(3 = 3p)/4)
P ((711 - 1_36) +p(§+%))

(c) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd’, aby byly odpovédi
v castech a, b stejné?

Reseni: Potiebovali bychom, aby E[X;] = E[Y;] (pro kazdé p). Jinak feceno stiedni
hodnota tipu je nulovd (m je penalizace, tedy bodové ztrata):

0=1/4—m3/4
m=1/3

(d) Simulujte.

Reseni:
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from random import random

def bernoulli(pr: float = 0.5) -> bool:
return random() < pr

def one_question(p: float, guess: bool, m: float = 1/4) -> float:
""" Knows the answer with probability p. Return points.”"""
if random() < p:
# Knows the answer
return 1
else:
if not guess:
return O
if random() < 0.25:
# Guessed the correct answer
return 1
else:
return -m

def test(p: float, guess: bool, m: float = 1/4) -> float:

return sum(one_question(p=p, guess=guess, m=m) for _ in range(20))

def student(p):
N = 100000
print(f'p = {p}")
# a) netipuje
netipuje_sim = sum(test(p, False) for _ in range(N)) / N
print(f'E[bodi netipuje] = {netipuje_sim} (={20 * p})"')
#b) tipuje
with_guess = 20 * ((1/4 - 3/16) + p * (3/4 + 3/16))
tipuje_sim = sum(test(p, True) for _ in range(N)) / N
print(f'E[bodu tipujel] = {tipuje_sim} (={with_guess})')
# c) spravedlivy test
tipuje_spravedlivy_sim = sum(test(p, True, m=1/3) for _ in range(N)) / N
print(f'E[bodu ve "spravedlivém" testu] = {tipuje_spravedlivy_sim} (={20 * p})')

for p in [0.0, 0.2, 0.8, 1.0]:
student (p)

MozZny vystup:

p = 0.0

E[bodu netipuje] = 0.0 (=0.0)

E[bodi tipuje] = 1.254 (=1.25)

E[bodu ve "spravedlivém" testu] = -0.00941333333333343 (=0.0)
p =0.2

E[bodu netipuje] = 3.9956 (=4.0)

E[bodi tipuje] = 5.0054 (=5.0)

# E[bodu ve "spravedlivém" testu] = 4.010946666666663 (=4.0)
#p = 0.8

HORORR R O™ W W
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# E[bodu netipuje] = 16.0001 (=16.0)

# E[bodu tipuje] = 16.249 (=16.25)

# E[bodu ve "spravedlivém" testu] = 16.00237333333326 (=16.0)
#p=1.0

# E[bodu netipuje] = 20.0 (=20.0)

# E[bodi tipuje] = 20.0 (=20.0)

# E[bodu ve "spravedlivém" testu] = 20.0 (=20.0)

81
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3. Ze standardniho balicku s 52 kartami vytahneme dvé karty. Oznacime X pocet
vytaZzenych es, Y pocet krali. Uréete sdruzenou pravdépodobnostni funkci px y
a také marginalni pstni funkce px, py.

Reseni: 7 52 karet jsou tam 4 esové karty a 4 krélové (ani jeden kral neni eso, ani naopak).
Nédhodné veli¢iny X,Y mohou nabyvat hodnot 0, 1,2. Ale tim, Ze vytdhneme jen dvé karty,
tak musi platit X +Y < 2.

px,y(0,0) = % : ;L_i)

px.y(1,0) = 5;42 . ;L—le + % . ;il vytahnu eso jako prvni nebo druhé
pxr(01) =255

px,y(2,0) = % : 5%

px,y(1,1) = 25;42 . ;il zélezi na poradi — napied eso, pak kral nebo naopak
pxv(0,2) = % : 531

px,v(z,y) = 0 jinak
7 definice

px(z) = Z px,v(z,Yy)

yeIm(Y)

=pxyv(z,0) +pxyv(z,1) +pxyv(z,2)

Meélo by nam vyjit:

48 47

52 51
2256

~ 2652

=px,v(0,0) + pxy(0,1) + px,y(0,2)
744 43 4 44 4 3
“Hm R TYms TR A

_ 44-4348-44+12

- 5251

px(0)

2256
T 2652

4 48 48 4
px(1) = ST + 3 vytdhnu eso jako prvn{ nebo druhé

3
2652
=pxv(L,0)+pxy(1,1)+pxy(1,2)
=pxv(1,0)+pxy(1,1)+0

4 44 4 4
=2 2 —

52 51 ' 752 51
384

T 2652
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px(2)

403

52 51

=px,v(2,0) +px,v(2,1) +px,v(2,2)
:pX’y(Q,O)—‘rO'FO

4 3

~ 52 51

83
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4. Chceme nasbirat vSechny z n druht kuponia. Muazeme si koupit jeden kupon,
ktery ma uniformné nidhodny druh. Kolikrat musime koupit kupon, nez posbirame
vSechny?

(a) Jaka je stfedni hodnota poétu koupenych kupont, nez nasbirame vSechny?

Reseni: Oznaéme nahodnou velicinu ¢;, kterd ifkd kolik musime koupit kuponi,
abychom ziskali i-ty druh kdyZ uz mame ¢ — 1 druht. Pravdépodobnost, ze ten dalsi
kupon bude nového druhu je:

n—(i—1)

Pr[dostaneme novy druh, kdyz uz méame i — 1 druht] =
n

Takze t; mé geometrické rozdéleni (¢ekdme na prvnf dspéch). Stiedni hodnota ¢; je:

n
Elt;| = ————=
] n—(i—1)
7 linearity stfedni hodnoty:
E[sbiréni] = E[t1 +t2 + ... + t;,]
=E[t1] + Et2] + ... + E[t,,]
L S .
n on—-1 n-2 """ "n—(n-1)
=nH,
=nlog(n)+n-0577...+1/2+ O(1/n) (Wikipedia)

(b) Simulujte.
Reseni:
import matplotlib.pyplot as plt

from collections import Counter
from random import randint

def catch_them_all(n: int = 50) -> int:
coupons = [False] * n
coupons_collected = 0
coupons_bought = 0
while coupons_collected < len(coupons) :
new_coupon = randint(0, len(coupons) - 1)
coupons_bought += 1
if not coupons[new_coupon] :
coupons [new_coupon] = True
coupons_collected += 1
return coupons_bought

N = 50000
cnt = Counter(catch_them_all(50) for
distribution = {}
for ¢ in cnt:
distribution[c] = cnt[c] / N

in range(N))

plt.bar(distribution.keys(), distribution.values())
plt.xlabel("Abychom ziskali v3ech 50 druhu, tak jsme pot¥ebovali koupit tolik kuponua")
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plt.ylabel("Pravdépodobnost, Ze jsme potfebovali pfesn& tolik")
# plt.show()
plt.savefig('coupon_collector.pdf')

0.008

0.007 -

0.006 -

0.005 -

0.004 -

0.003

0.002 -

0.001 -

100 200 300 400 500 600 700 800
Abychom ziskali véech 50 druhd, tak jsme potrebovali koupit tolik kupond

0.000 -

Obrézek 3.2: Histogram s jakou pravdépodobnosti jsme potiebovali prave tolik kuponu.
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5. Pripomeiite si, co je nahodna veli¢ina, jaké mame typy ndhodnych veli¢in a jaké
jsou jejich distribuce. A hlavné co vyjadiuji.
(a) Bernoulli

Reseni: X ~ Bern(p) pokud Pr[X = 1] =p a Pr[X = 0] = 1 — p (tedy hod mincf se
stranami 0/1).

0.7 -

0.6 1

0.5 1

0.4 -

0.3 -

0.2 1

0.1 -

0.0 -

-0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25

Obrézek 3.3: Bernoulli

(b) binomické
Reseni: Soucet nékolika Bernoulliho.
(¢) hypergeometrické

Reseni: Kdyz vybereme n véci z N véci bez vraceni a k je “spravnych”, tak tohle je
pocet spravnych.

(d) geometrické
Reseni: Cekani na prvn{ dspéch Bernoulliho hodu.
(e) Poissonovo

Reseni: Kolik jevii éekdme béhem Gasu, kdyz jsou viechny nezavislé a sttedni hodnota
je A (emaily chodi nezdvisle, prumérné 10 emailu za hodinu, kolik jich ptijde?).
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0.25 1

0.20 -

0.15 1

0.10 1

0.05

0.00 -

Obrazek 3.4: binomické

import matplotlib.pyplot as plt
from collections import Counter
from random import randint
from random import random
from random import sample
from numpy import random as npr

=0.3
= 10
5

= 20
=10

H Wwn N BT
]

def bernoulli(pr: float = p) -> bool:
return int(random() < pr)

def geometric(pr: float = p) -> int:
"""pr is success probability, return the number of tosses until
the first success."""
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0.35 1

0.30 1

0.25 1

0.20 1

0.15 -

0.10 1

0.05 1

0.00 -

Obrézek 3.5: hypergeometrické

assert pr > 0

sample = 1

fail pr = 1 - pr

while random() < fail_pr:
sample += 1

return sample

def binomicke(n=n, pr=p):

return sum(bernoulli(pr) for _ in range(n))

def hypergeometric(n=n, N=S, k=k):
return sum(sample([1]*k + [0]*(N-k), k=n))

def poisson(1l=1):
return npr.poisson(lam=1, size=1) [0]

N = 100000
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0.30 1

0.25 1

0.20

0.15 1

0.10 -

0.05

89

000 = == T T T

def

def

def

Obrézek 3.6: geometrické

expected_value(X):
"""Vraci strednt hodnotu.
return sum(X() for _ in range(N)) / N

nmnn

variance (X):

"""Vraci rozptyl."""

EX = expected_value(X)

return sum((X() - EX)**2 for _ in range(N)) / N

# return (sum(X()**2 for _ in range(N)) / N) - EX**2

histogram(X, strX, fig):

cnt = Counter(X() for

distribution = {}

for ¢ in cnt:
distribution[c] = cntl[c] / N

in range(N))

plt.figure(fig)

35
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0.12 1

0.10 A

0.08 1

0.06 1

0.04 1

0.02 -

0.00 -

25

Obrézek 3.7: Poissonovo

plt.bar(distribution.keys(), distribution.values())
# plt.show()

# plt.zlabel ("")

# plt.ylabel ("")

plt.savefig(f'{strX}.pdf")

print('Bernoulli:"')

print (£ 'E[X] = {expected_value(bernoulli)} (= {p})')
print(f'var[X] = {variance(bernoulli)} (= {p*x(1-pd})")
histogram(bernoulli, "bernoulli", 0)

print('")

print('binomické"')

print (f'E[X] = {expected_value(binomicke)} (= {n*p})')
print(f'var[X] = {variance(binomicke)} (= {n*p*(1-p)})')
histogram(binomicke, "binomicke", 1)

print('")
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print ('hypergeometrické')

print(£'E[X] = {expected_value(hypergeometric)} (= {n*k/S})')

print (f'var([X] = {variance(hypergeometric)} (= {n*(k/S)*(1-(k/S))*(S-n)/(S-1)}H)")
histogram(hypergeometric, "hypergeometric", 2)

print('")

print ('geometrické')

print (f'E[X] = {expected_value(geometric)} (= {1/p}H)")
print(f'var[X] = {variance(geometric)} (= {(1-p)/p**2})")
histogram(geometric, "geometric", 3)

print('")

print('Poissonovo')

print(f'E[X] = {expected_value(poisson)} (= {1})"')
print(f'var[X] = {variance(poisson)} (= {1})")
histogram(poisson, "poisson", 4)

MozZny vystup:

Bernoulls:

E[X] = 0.30003 (= 0.3)

var[X] = 0.21018846799996171 (= 0.21)

H oW W R

H*

binomické
E[X] = 3.00221 (= 3.0)
# var[X] = 2.111969109999777 (= 2.0999999999999996)

H*

# hypergeometrické
# E[X] = 2.49898 (= 2.5)
# var[X] = 0.9866719879994746 (= 0.9868421052631579)

# geometrické
# E[X] = 3.33374 (= 3.3333333333333335)
# var[X] = 7.851098870500136 (= 7.77777TTTTTT77T778)

# Poissonovo
# E[X] = 10.00683 (= 10)
# var[X] = 9.947825008000336 (= 10)
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3.5 Cviceni

1. Hodime tfikrat minci. Oznac¢ime X pocet rubu v prvnich dvou hodech a Y pocet
licd v poslednich dvou hodech.

(a) Urcete pravdépodobnostni prostor.
Resend:
e Mnozina elementarnich jevi:

Q={LLL,LLR,LRL,LRR,RLL,RLR, RRL, RRR}

e Prostor jevi:
F =P
e Pravdépodobnost
Pri{w}] =1/8 (pro kazdé w € Omega)

Zbytek jednoznacné urcéen axiomy.

(b) Urcete piedpis nasich ndhodnych veliéin.

Reseni:
X:Q—R
Y: Q>R
kde
X(LLL)=X(LLR)=0
X(LRL)=X(LRR)=1
X(RLL)=X(RLR)=1
X(RRL) = X(RRR) =2
Y(LRR) =Y (RRR)=0
Y(LRL)=Y(RRL) =1
Y(LLR)=Y(RLR) =1
Y(LLL)=Y(RLL)=2

Po ndhodné veliciné X pozadujeme, aby

VeeR: {we Q| X(w)<z}eF
pro diskrétni jsme chtéli

VeeR: {we Q| X(w)=z}eF

ale vzhledem k tomu, ze Im(X) je koneénd mnozina nebo spocetnd mnozina (dle definice
diskrétn{ ndhodné velic¢iny), tak to je jedno, protoze F je o-algebra a ta je uzaviend na
spocetnd sjednoceni.

Nase ndhodna veli¢ina je diskrétni a tato podminka je celkem jednoducha, protoze nase
F = P(2) (coz je mozné proto, ze ) je koneénd a bylo by to mozné i pro spocetnou
mnozinu Q).
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(c) Uréete sdruzenou pravdépodobnostni funkci px y a také margindlni pravdépodobnostni
funkce px,py-

Reseni:
px,y(0,0) =0 (druhy hod je bud’ rub nebo lic)
px.y(0,1)=1/8 (jev {LLR})
px,v(0,2) =1/8 (jev {LLL})
px,y(1,0)=1/8 (jev {LRR})
pxy(1,1) =1/4 (jev {RLR, LRL})
pxy(1,2)=1/8 (jev {RLL})
pxv(2,0)=1/8 (jev {RRR})
pxy(2,1)=1/8 (jev {RRL})
pxy(2,2) =0 (druhy hod je bud’ rub nebo lic)

Castéjsi a prehlednéjsi muze byt reprezentace tabulkou:

pxy | O 1 2

0 0 1/8 1/8
1 |18 1/4 1/8
2 |1/8 1/8 0

Tabulka 3.1: Sdruzend pravdépodobnostni funkce (fddky odpovidaji moznym hodnotdm X, sloupce
moznym hodnotam Y.

Marginalni pravdépodobnostni funkce px je soucet radku:

px(x) = Z PriX =2z AY =y| = Z pxy(z,y)

y€Im(Y) y€Im(Y)
px(0)=1/4
px(1)=1/2
px(2) =1/4

Vsimnéte si, Ze to presné odpovidd px(n) = Pr[X = n] pro kazdé n € N.

Marginalni pravdépodobnostni funkce py je soucet sloupcu:

py(0) =1/4
py(1)=1/2
py(2)=1/4

(d) Urcete distribuéni funkce Fx, Fy, F'x y (cumulative distribution function CDF).
Reseni: 7 definice:

Fx:R—[0,1]
Fx(z)=Pr[X <z]=Prl{w e Q| X(w) < z}]

tedy mame:

Fx(z)=0 (pro z € (—0,0))
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Fx(z)=1/4 (pro z € [0,1))
Fx(z) =3/4 (pro z € [1,2))
Fx(z) = (pro z € [2,00))
Fy(y) =0 (pro y € (—00,0))
Fy(y) =1/4 (pro y € [0,1))
Fy(y) =3/4 (proy € [1,2))
Fy(y) =1 (pro y € [2,00))

Sdruzena distribuéni funkce F'x y je pak:

Fxy(z,y): R* = [0,1]
Fxy(z,y) =PrX <z AY <y

tedy napiifklad: Fx y(0.1,1.33) = 1/8.
Jsou X a Y nezavislé?

Reseni: Nezavislost jsme méli definovanou jen pro diskrétni ndhodné veliciny a to
konkrétné podminkou:

Ve,y e R: PriX =2 AY =y] = Pr[X = 2| Pr[Y = y]

Tato podminka neni splnénd napiiklad pro x =0,y = 0:
Pr[X =0AY =0]=0+# 1/64 = Pr[X = 0] Pr[Y = 0]

Obecné je nezavislost definovand pomoci distribuéni funkce (cumulative distribution
function CDF) Fx definované jako:

Fx:R—[0,1]
Fx(z)=Pr[X <z]=Prl{w e Q| X(w) < z}]

Pak fekneme, ze X,Y jsou nezavislé, pokud plati:

Fxy(z,y) = Fx(2)Fy (y)

nebo kdyz mame hustotu, pak:

Ixy(@,y) = fx(x)fy(y)

Pro diskrétni ndhodné veli¢iny jsou ty dvé definice ekvivalentni (jednoduché cviceni na
sumy).
Uréete Pr[X <Y].
Reseni:
Pr[X <Y]=pxy(0,1) +px,v(0,2) + pxy(1,2)
=1/84+1/8+1/8
=3/8
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(g) Urcete podminénou pravdépodobnostni funkce px|y.

Reseni: Dle definice:

)
px|y(0[0) =0
px|v(0[1) =1/4
px|v(0]2) =1/2
x|y (1]0) = 1/2
pxy(1]1) =1/2
px|y(1]2) =1/2
px|y(2(0) =1/2
x|y (2[1) = 1/4
pX\Y(2|2) =0

Opét je elegantnéjsi tabulka:

y|l o 1 2

Px
0 0 1/4 1/2
1
2

1/2 1/2 1/2
1/2 1/4 0

Tabulka 3.2: VSimnéte si, ze je to ta sama tabulka jako Tabulka akorat sloupce jsou skalované
tak, aby se secetli na jednicku.

(h) Simulujte.
Reseni:
from random import choices

def sample():
"""True je rub, False je lic"""
return choices([True, False], k=3)

def X(omega):
nn HX : Umega _> R nnn
return int(omegal[0]) + int(omegall])

def Y(omega):
IIIIHY: Omega -> RHN"
return int(not omegall]) + int(not omegal[2])

N = 1_000_000
p_Xy = [[0,0,0], [0,0,0], [0,0,0]]
for _ in range(N):
omega = sample()
p_XY[X(omega)] [Y(omega)] += 1

for i in range(3):
for j in range(3):
p_XY[il[j] /=N
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print ('SdruZzend pravdé&podobnostni funkce')

print(f' 0O 1 2')

print(£'0 {p_XY[0][0]:.3f} {p_XY[0][1]:.3f} {p_XY[0][2]
print(f'1  {p_XY[11[0]:.3f} {p_XY[1]1[1]:.3f} {p_XY[1][2]
print(£'2 {p_XY[2][0]:.3f} {p_XY[2][1]:.3f} A{p_XY[2][2]

print ('Pravdépodobnost X<Y')
pr_X_leq.Y = 0
for _ in range(N):
omega = sample()
if X(omega) < Y(omega):
pr_X_leq.Y += 1

print('")
print(f'Pr[X < Y] = {pr_X_leq_Y} (={3/8})")

p_Xy = [[0,0,0], [0,0,0], [0,0,0]]
for _ in range(N):

omega = sample()
p_XY[X(omega)] [Y(omega)] += 1

p-Y = [0,0,0]

p_Y[0] = p_XY[0I[0] + p_XY[11[0] + p_XY[2][0]
p_Y[1] = p_XY[0][1] + p_XY[11[1] + p_XY[2][1]
p_Y[2] = p_XY[0][2] + p_XY[1]1[2] + p_XY[2][2]

for i in range(3):
for j in range(3):
p_XY[j1[il /= p_Y[il

print('")
print ('Podminénd pravdépodobnostni funkce')
print(f' 0 1 2")

print(£'0 {p_XY[0][0]:.3f} {p_XY[0I[1]:.3f} {p_XY[0][2]
print(f'1  {p_XY[1][0]:.3f} A{p_XY[1][1]:.3f} {p_XY[1][2]
print(£f'2 {p_XY[2][0]:.3f} {p_XY[2][1]:.3f} {p_XY[2][2]

# MoZny vystup:

SdruZend pravdépodobnostni funkce
#0 1 2

0 0.000 0.125 0.125

1 0.125 0.250 0.125

2 0.126 0.125 0.000

Pravdépodobnost X<Y

B oW R R **

H*

Pr[X < Y] = 375133 (=0.375)

# Podminénd pravdépodobnostni funkce
#0 1 2

0 0.000 0.249 0.502

1 0.500 0.500 0.498

2 0.500 0.251 0.000

R Y

:.3f}1")
1. 3fF)
:.3f}1")

:.3f}1")
:.3f}")
:.3f}")
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2. Bonusovy piiklad: tady si zadefinujeme Lebesgueovu miru a integral.
(a) Definujte Lebesgueovu miru na R.
Resent:
e Napied definujeme délku intervalu £([a,b]) = ¢((a,b)) = b — a pro libovolnd dvé
realné c¢isla a < b € R.

e Pak definujeme vnéjsi miru pro kazdou E C R:

A*(E) = inf {Z ¢(I1) | (Ir)ken je posloupnost otevienych intervald, t.z. E C Uzo_lIk}
k=1

e Pak F € F (coz je Lebesgueova o-algebra) pravé kdyz
VACR: X(A) =X (ANE)+ (AN (R\ E))

e Pro libovolné E € F polozime Lebesgueovu miru

At F—=R
AE) =X (FE) (pro libovolné E € F)

(b) Dokazte, ze pro diskrétni nidhodnou veli¢inu, takovou ze Im(X) C N, plati:

EX] = Z zPr[X = x]

Reseni: Tohle je pomérné jednoduché, protoze absolutné konvergentni fady muzeme
preusporadat:

ZnPr[X:n} = ZZPr[X:n]

neN neN (=1

=3 > PrX =4

neNk>n

= ZPr[X > n)

neN

(¢) Definujte Lebesgueuv integrdl (pro danou miru Pr, obecné to ani nemusi
byt pravdépodobnostni mira, ale obecna ).

Reseni: Necht
fiR—> R
() >0 (pro kazdé = € R)

f
/fdPr:(R)/OOOPr({xERf(x) > 1)) dt

Kde ten Riemannuv integral vzdy existuje, protoze Pr ({z € R | f(x) > t}) je neklesajici
funkce. Z toho taky vidime, ze {z € R| f(z) >t} musi byt méfitelnd mnozina (pro
ndhodné veli¢iny je v definici {x € R | f(z) < t}, coz je to samé, protoze o-algebry jsou
uzaviené na doplnék).
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3. Pro nasledujici ndhodné veli¢iny urcete:

(a)

Q=1{1,23}
F =P
Pri{w}] =1/3 (pro libovolné w € Q, zbytek uréen jednozna¢neé)
X:Q—-R
X(w)=2w+1

e Je to ndhodna velicina na daném pravdépodobnostnim prostoru?
Resend: Ano, pro libovolné z € R plati {w € Q | X(w) < z} € F.

e Je to diskrétni ndhodna veli¢ina?
Reseni: Ano, Im(X) = {3,5,7}, coz je konecna mnozina (tedy nejvys spocetna).

e Jaka je jeji stfredni hodnota?

Resent:
EX]= > aPr[X =2
z€ Im(X)

=3Pr[X =3]+5Pr[X =5+ 7Pr[X =7
1 1 1

=3=-+4+5-+4+7=
3+ 3 * 3

=5

e Jaka je jeji distribuéni funkce?
Resent:
Fx(z) = Pr[X < z]
0 pokud z € (—o0, 3)
1/3 pokud z € [3,5)
2/3 pokud z € [5,7)
1 pokud z € [7

Fx(x) =

;00)

e Je to spojita velic¢ina? Jinak feCeno mame pro tuto hustotu (probability
density function PDF)?

Reseni: Ne, protoze Fx neni spojita.

e Jaka je jeji kvantilova funkce?

&

eseni:

Qx:[0,1] =R
Qx(p) =inf{z eR|p < Fx(x)}
—oo pokud p=20
3 pokud p € (0,1/3]
5 pokud p € (1/3,2/3]
7 pokud p € (2/3,1]

Qx(p) =
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Pozndmka: urcité zndte percentil — mél jsem percentil 95% v testu znamend, Ze
95% ostatnich mélo skére mensi nebo rovné mému. Obdobné median je Qx(1/2).
Dévejte pozor, jestli je percentil definovany jako mensi rovno nebo ostie mensi (v
literatufe se pouzivd oboji)!

(b)
Q=N=1{1,2,3,..}

F=P)
Pr[{n}] =1/2" (pro libovolné n € N, zbytek urcen jednoznacné)
X: Q=R
X(w)=2w+1

e Je to ndhodna velicina na daném pravdépodobnostnim prostoru?
Reseni: Ano, pro libovolné = € R plati {w € Q| X (w) < z} € F.
e Je to diskrétni nahodna velicina?

Reseni: Ano, Im(X) = {3,5,7,9,11,...} (mnozina viech lichych &isel kterd jsou
aspon tii), coz je spocetné velkd mnozina.

e Jaka je jeji stfredni hodnota?

Reseni:

E[X] > aPrlX =a]
z€ Im(X)

> (2n+1)Pr[X = (2n+ 1)

13

.?
Il
-

M

(2n +1)27"

I
R
L

e Jaka je jeji distribu¢ni funkce?
Reseni:

Fx(z) =Pr[X < z]

Fx(z)=0 (pokud = < 1)
Lz—1)/2]
Fx(z)= Y (2n+1)27"
n=1
= 9~ l(e=1)/2] (—2 ([(x —1)/2]) + 5 2L@=D/2) _ 5) (jinak)

e Je to spojita velic¢ina? Jinak feCeno mame pro tuto hustotu (probability
density function PDF)?

Reseni: Ne, protoze Fx neni spojita.
e Jaka je jeji kvantilova funkce?

Reseni: Pro &slo p € (0,1) definujme j(p) tak, ze pokud p = 0.pipaps. ..
kde p; € {0,1} je bindrni zdpis ¢isla p (tedy p = > ;o) pi27%), necht k(p) =
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min {i € N| p; = 0}, pak definujeme j(p) = ng) 2%, Tedy napiiklad j(0.11101101) =

0.1111 = 15/16.

Qx:[0,1] >R
Qx(p) =inf{z eR|p < Fx(z)}
—00 pokud p =0
o0 pokud p =1
Qx(p) = .
2(k(p) = 1) +1 pokud p € (0,1) a j(p) <p
2k(p) +1 jinak
()
Q=10,1]
F = Lebesgueovsky méritelné mnoziny
Pr[A] = A(A) (pro libovolné A € F)
X: Q=R
X (w) = [10z]

e Je to nahodna veli¢ina na daném pravdépodobnostnim prostoru?

Reseni: Ano, pro libovolné 2 € R plati {w € Q | X(w) < z} € F (kazdy interval
je Lebesgueovsky méfitelny).

e Je to diskrétni nahodna veli¢ina?

Reseni: Ano, Im(X) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} je koneéna mnozina. Pifklad s
obdobnou diskrétn{ ndhodnou veli¢inou, kde Im(X) by byl nespocetny vynechdme.

e Jaka je jeji stfredni hodnota?

Reseni: Napied uréime pravdépodobnost:

(pro kazdé j € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10})

ted mtiZzeme spocitat stfedni hodnotu:

Z zPr[X = a]

z€ Im(X)

E[X]

1
:0~0+ﬁ(1+2—|—3+4+5+6+7+8+9+10)
=5.5

e Jaka je jeji distribu¢ni funkce?

Reseni:
Fx(z) = Pr[X < z]
Fx(z)=0 (pokud z < 1)
Fx(xz)=1/10 (pro z € [1,2))
Fx(xz)=2/10 (pro z € [2,3))
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Fx(z)=1 (pro z € [10,00))

e Je to spojitd velicina? Jinak feGeno mame pro tuto hustotu (probability
density function PDF)?

Reseni: Ne, protoze Fx neni spojita.
e Jaka je jeji kvantilova funkce?
Reseni:

Qx:[0,1] =R
Qx(p) =inf{z eR|p < Fx(z)}
—oo pokud p=20
pokud p € (0,1/10]
pokud p € (1/10,2/10]
pokud p € (2/10,3/10]
pokud p € (3/10,4/10]
pokud p € (4/10,5/10]
pokud p € (5/10,6/10]
pokud p € (6/10, 7/10]
pokud p € (7/10,8/10]
pokud p € (8/10,9/10]

(

QO
>
N
=
S~—
I
© 0 N O U A W N

10  pokud p € (9/10,1]
(d)
Q=1[0,1]
F = Lebesgueovsky méritelné mnoziny
Pr[A] = A\(A) (pro libovolné A € F)
X: Q>R
X(w) =10z

o Je to ndhodna velicina na daném pravdépodobnostnim prostoru?

Reseni: Ano, pro libovolné z € R plati {w € Q | X (w) < x} € F. Protoze kazdy
interval je Lebesgueovsky méfitelny a my mame:

0 pro x € (—o00,0)
{we| X(w) <z} =1<[0,2/10] pro z € [0,10]
[0,1] pro z € (10, 00)

e Je to diskrétni ndhodna velicina?
Reseni: Ne, Im(X) = [0,10] je nespocetnd mnozina.

e Jaka je jeji distribuéni funkce?
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Reseni:
Fx(z) =Pr[X < z]
Fx(z)=0 (pokud z < 0)
Fx(z)=2z/10 (pokud z € [0,10])
Fx(z)=1 (pro z € [10,00))

e Je to spojita velic¢ina? Jinak feCeno mame pro tuto hustotu (probability
density function PDF)?

Reseni: Ano, koneéné mame Fx spojitou! Hustota je:

(z) = / fx(t) dt
Ix(x) = 1/10 pro z € [0,10]
fx(x) = pro z € (—o0,0) U (10, c0)

(uniformni rozdéleni).
e Jaka je jeji stfredni hodnota?

Reseni: Dle definice:

E[X] = /OO xfx(x) dx

— 00

10
:/ x/10 dx
0
[x2/20}(1)0

=5 (coz dava smysl, hodnoty jsou rovnomérné mezi [0, 10])

e Jaka je jeji kvantilova funkce?

Resent
QRx:[0,1] >R
Qx(p) =inf{z eR|p < Fx(z)}
Qx(p) = 10p (pro p € (0,1])
Qx(p) = —oo (pro p = 0)
(e)
Q=10,1]
F = Lebesgueovsky meéritelné mnoziny
Pr[4] = X(4)/2+1/2 (pro libovolné A € F pokud 0.1 € A)
Pr[A] = A(A4)/2 (pro libovolné A € F pokud 0.1 ¢ A)
X: Q=R

X (w) = 10w
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e Je to nahodna veli¢ina na daném pravdépodobnostnim prostoru?

Reseni: Uplné stejné jako minule.

e Je to diskrétni nahodna veli¢ina?

Reseni: Ano, Im(X) = [0, 10] je nespocetnd mnozina.

e Jaka je jeji distribu¢ni funkce?

Resent:

(pokud z < 0)
(pokud z € [0, 1))
(pokud z € [1,10))
(pro z € [10,00))

e Je to spojita velic¢ina? Jinak feCeno mame pro tuto hustotu (probability
density function PDF)?

Reseni: A zase je Fx nespojitd, takze X neni spojitd veli¢ina.

e Jaka je jeji stfredni hodnota?

Reseni: Nejobecnéjsi definice:

(R)/OOOPr({:réRX(:E) >t}) dt

E[X] :/QX(w)dPr(w)

(protoze X (w) > 0)

) [ T (1= () dt

10

(R) /01(1—75/20) dt+(R)/1 (1 (1/2 +t/20)) dt

[ — x2/40]é + [2/2 — 2% /40] 10
=39/40 + (5 — 2.5) — (1/2 — 1/40)

e Jaka je jeji kvantilova funkce?

Reseni:

Qx:[0,1] >R
Qx(p) =inf{z €eR|p < Fx(z)}
QRx(0)=—00
Qx(p) = 20p (pro p € (0,0.05))
Qx(p) =1 (pro p € [0.05,0.55))
Qx(p) = 20p — 10 (pro p € [0.55,1])
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(f) Pozorujte, ze kvantil je jedind funkce, pro kterou plati:

Wp € [0,1], ¥z € R: Qx(p) <z & p < Fx(x)
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3.6 Cviceni

1.

e Jedno promile lidi m4 nemoc C, znaéime C+ C ) mnoZinu nemocnych a
C~ = Q\ C" mnozinu zdravych. Clovéka volime uniformné nahodné, pak
Pr[C™*] = 0.001.

e Madme test, ktery oznaci mnozinu lidi 77 C Q) za nemocné a T~ = Q\ T za
zdravé. Test ma néasledujici parametry:

— Sensitivita: (true positive) Pr[T" | C*] = 0.99
— Specificita: (true negative) Pr[T~ | C7] = 0.98

(a) Uniformné ndhodné jsme vybrali ¢lovéka c. Jaka je pravdépodobnost, ze
c € Ot (tedy Ze je nemocny)?

Resend:

Pr[C*] = 0.001
Vybrali jsme ndhodného ¢lovéka a nic jiného o tom ¢lovéku nevime. Takze racionalné
odhadujeme pravdépodobnost, ze je nemocny zlomkem nemocnych v populaci.

(b) Clovéku ¢ jsme udélali jeden test a ten vysel pozitivni. Jaka je pravdépodobnost,
Ze c € CT (tedy Ze je nemocny)?

Reseni:
+ + | o+
Pr{CH | TH] = Pr[CT|Pr[T* | CT]
Pr[T+ | C+] Pr[C+] + Pr[T+ | C—]Pr[C]
B 0.001 - 0.99
~0.99 - 0.001 + 0.02 - 0.999

0.0472

Vytahli jsme nahodného ¢lovéka, ale pak jsme provedli test, ktery vySel pozitivné.
Takze je rozumné predpokladat, ze pravdépodobnost, ze nas ¢lovék je nemocny je vyssi.
O kolik pfesné upravime nas odhad nemocnosti nam kvantifikuje pravé Bayesova véta.

(c) Pro jistotu jsme ¢lovéku c udélali jesté jeden test a ten vysel znovu pozitivni.
Jaka je pravdépodobnost, ze c € Ct (tedy Ze je nemocny)? Pifedpokladejte,
ze vysledek druhého testu je nezavisly na tom prvnim.

Reseni:

Pr[CT|Pr[TTT | CT
PrCT T = s Tem 1[>r[c]+] —[kPr[T++ |]C] BriC ]
Pr[CH(Pr[T | CH])?
eI [CT 2 PrC] + (PrTT [T Pro]
0.001 - (0.99)2
(0.99)2 - 0.001 + (0.02) - 0.999
=0.71

Neékteif z vés se spravné zamysleli, jestli nezavislost testu plati i pokud vysledek podminime
tim, ze dany ¢lovék je nemocny nebo ne. Néktefi jste argumentovali, ze pokud A, B, C
jsou jevy, pak nasledujici je rovnost (coz obecné neplati)

Pr[AN B | C] # Pr[A | C|Px[B | C]
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Jako protiptiklad vezméte hod dvéma spravedlivymi rozliSitelnymi Sestistrannymi kost-
kami,

A = prvni kostka sudé ¢islo = {2z,4x,6z | z € {1,2,3,4,5,6}}

B = druh4 kostka sudé éislo = {x2, x4, 26 | z € {1,2,3,4,5,6}}

C' = soucet rovny Ctyfem = {13,22,31}
Pr[ANB|C]|=1/3#1/9=Pr[A| C]Pr[B | (]

Je tedy spravné predpokladat nezdvislost dvou testil, zejména pak pokud podminujeme
tim, ze ¢lovék je zdravy (nebo nemocny)? Asi to uplné spravné neni a nejspis by to
mél vyrobce testu vyzkouset. Prakticky vSak muzeme vzit testy z riuznych varek (rtzné
datum vyroby). A konec konct, ono ndm stejné nic moc jiného nezbyva.

Reseni: Opét se ale na tento problém miizeme divat jako na problém, kdy jsme
si vytahli ¢lovéka ndhodné z néjaké podmnoziny vsSech lidi, kde pravdépodobnost, ze
je €lovék nemocny je Pr[CT] = 0_99.0%8?}#8:82‘0_999. Ta podmnozina jsou piesné lidi,
kterym vysel prvni test pozitivni, takze dle minulého bodu méame pravdépodobnost, ze
je nemocny danou. Opét musime piredpokladat néco o tom druhém testu — zejména to,

Ze sensitivita a specificita jsou stejné na této podmnoziné lidi. Pak muzeme pocitat:

Pr[CT|Pr[TT | CT]

Pr[CT | TH] =
N T = ST Tem P S B | O Pre ]
0.001-0.99
— 0.99-0.001+0.02-0.999 -0.99
0.001-0.99 0.001-0.99
0.99 - 555,001 +0.02:0.995 + 002 (1 - 0.99~0A001+0.02~0.999>

=0.71

Tohle je pomérné uzitecny pohled na Bayesovu vétu:

e Pr[CTt | TT] je takzvand posterior probability (to, co si myslime, kdyZ uvidime
néjakou evidence — néjakou stopu, Ze tomu tak je).

e Pr[CT] a Pr[T], coz je prior (to, co jsme si mysleli predtim).

Misto Pr[T"] se skoro vzdy pouzivé rozpis Pr[T+ | CT|Pr[CH] + Pr[Tt | C~]Pr[C™]
(protozZe to jsou véci, které v praxi zndme).

Jen mimochodem poznamenejme, ze tyhle dva postupy jsou ekvivaletni, coz muzeme
ukéazat manipulaci se symboly:

Pr[CT]Pr[TT|CT]
ST Eo e ee PriT T | O _
Pr[CH]Pr[T+|C+ _ Pr[Ct+]Pr[T+|Ct+
PT[TJF | C+]Pr[T+|C+]P[r[CJ]r]—&-[Pr[ZLJdC]’*]Pr[C*] + Pr[T+ | ¢ } (1 - Pr[T‘F‘C‘F]PE[C‘]F]J,_[IDr[jl—"F‘C]’*]Pr[Cf])

Pr[CT)(Pr[TT | CT])?
(Pr[T+ | C*])2 Pr[Ct] + (Pr[T+ | C—])?2 Pr[C]

(d) Simulujte.
Reseni:

from random import random

def bernoulli(pr: float = 0.5) -> bool:
return random() < pr
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class Human:
mnnn

_illness_probadbility ts our unknown! """
_illness_probability = 0.001

nn "Random human‘ nnn
def __init__(self):
self.is_ill = bernoulli(Human._illness_probability)

class IllnessTest:
sensitivity = 0.99 # = Pr[T+/C+]
specificity = Pr[T-/C-]

I
o
©
oo
**

def test(h: Human) -> bool:
"""Return True <f the test says h ts 211."""
if h.is_ill:
return bernoulli(IllnessTest.sensitivity)
else:
return not bernoulli(IllnessTest.specificity)

N = 10000000 # Number of samples
positive_testl = 0
positive_test2 = 0
ill_given_positive_test = O
ill_given_2_positive_tests = 0
for _ in range(N):
h = Human()
if IllnessTest.test(h):
positive_testl += 1
if h.is_ill:
ill_given_positive_test += 1
if IllnessTest.test(h):
positive_test2 += 1
if h.is_ill:
ill_given_2_positive_tests += 1

pr_c_given_t = (Human._illness_probability * IllnessTest.sensitivity
/ (IllnessTest.sensitivity * Human._illness_probability
+ (1 - IllnessTest.specificity) * (1 - Human._illness_probabilit

pr_c_given_2t = (Human._illness_probability * IllnessTest.sensitivity**2
/ (IllnessTest.sensitivity**2 * Human._illness_probability
+ (1 - IllnessTest.specificity)#*+*2 * (1 - Human._illness_probabj]

print (f'Pr[C+|T+] = {ill_given_positive_test/positive_testl} (={pr_c_given_t})')
print (f'Pr[C+|T++] = {ill_given_2_positive_tests/positive_test2} (={pr_c_given_2t})')

# MozZny wvystup:
# Pr[C+|T+] = 0.04761131747562618 (=0.047210300429184504)
# Pr[C+|T++] = 0.7123386457056321 (=0.7103718199608607)
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Poznamka: Toto je pfipad kdy je nemoc velice ziidkava a ty nemas symptomy.
Pokud mas symptomy a jdes na test, tak nejsi nahodné vybrany ¢lovék! Tento
priklad je tedy spi$ situace jdu darovat krev a oni musi udélat povinny test na
HIV a ten vyjde pozitivni, ale presto bych se nemél tolik strachovat, ale v klidu
jit na druhy test (uz to ze chodim darovat krev negativné koreluje s nakazenim
HIV).
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2. Pojd'me se podivat na dalsi vlastnosti jednotlivych rozdéleni:
(a) Bernoulli:
e Kde se pouzije?

Resend: Pokus, ktery m4 jen dva vysledky X = 0 nebo X = 1 kde X ~ Bern(p) a
p € [0,1]. Zapis X ~ Bern(p) znamend, ze Pr[X = 1] = p. Napiiklad hod (cinklou)
minci kde X : {hlava,orel} — {0,1}.

e Jakou ma stiedni hodnotu a rozptyl?

Reseni:
X ~ Bern(p) (p €[0,1])
PriX=1=p=1-Pr[X =0]
EX]=p
var(E) = E[(X — E[X])’] = E[X?] - (E[X])? = p —p°
e Co se stane, kdyz sectu dvé nebo obecné n-nahodnych velié¢in X1, X5, ..., X,,

které jsou nezavislé a pro néjaké fixni p € [0,1] a kazdé j € [n] plati ze
X, ~ Bern(p).

Reseni: Dostanu X = Z;‘L=1 X, ndhodnou veli¢inu. O té vim, ze X ~ Bin(n,p),
tedy Ze je rozdélend podle binomického rozdéleni (n hoda, kazdy vyjde s pravdépodobnosti p,
X rovno poctu téch, které vysly).

Poznamka: ta nezdvislost je velice dulezity predpoklad! Pokud bychom napiiklad
meéli Xy ~ Bern(p) a pak X7 = Xo = ... = X,,, pak ur¢ité nejsou nezavislé a jejich
soucet neni rozdéleny jako binomické rozdéleni.

(b) geometrické:
e Kde se pouzije?
Reseni: Cekani na prvnf dspéch v sérii Bernoulliho pokusii.

e Jakou ma stfedni hodnotu a rozptyl?

Reseni:
X ~ Geom(p) (p€10,1])
Pr[X =n]=(1-p)" 'p (n=1,2,...)
EX]=1/p (lemma o dzbanu)
1—p
var(E) = pe

e Co se stane, kdyz vezmeme minimum ze dvou nezavislych ndhodnych
veli¢in X, X, které jsou kde X; ~ Geom(p;) a Xo ~ Geom(ps)?

Reseni: Dostaneme X = min(X;, X5) kde X ~ Geom(1 — (1 — p1)(1 — p2))

Pr[X = k] = Pr[min(X7, X3) = k]
= PI‘[Xl = k,XQ < ]{i] —|—PI'[X1 < k‘,XQ = k] +PI‘[X1 = X5 = k]

k1
=(1—p)" '; Z(l —p2)’ " 'p2

j=1
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N

—1
+ (1—p1)'p1 | (1 —p2)f'po
=1

+ (1 =p)* tpi(1 = p2)* o

zbytek vypoctu pro odvazné.
(¢) Binomické:
e Kde se pouzije?

Reseni: Pocet tspécht z n pokusi. Napiiklad pokud testovou otdzku zndm s
pravdépodobnosti p a celkem je otdzek n, tak mam spravné X ~ Bin(n,p) z nich.

e Jakou ma stfedni hodnotu a rozptyl?

Reseni:
X ~ Bin(n,p) (neN,pe[0,1])
Pr[X =j] = (?)pj(l —p)"I (pro libovolné 0 < j < n)
E[X] =np (linearita stfedni hodnoty)

var(E) = n(p — p?)  (rozptyl nezévislych je soucet rozptyli — doméci iikol)

e Co se stane, kdyz sec¢tu dvé ndahodné veliciny X, Xo, které jsou nezavislé
a pro néjaké fixni p € [0,1] plati X; ~ Bin(n,p) a Xo ~ Bin(m,p) (kde
n,m € N).

Reseni: Pokud X = X; + X», pak X ~ Bin(n+ m, p) (napfed udéldm n pokusi
a pak m nebo rovnou udéldm n + m pokusu).

Muzeme to dokdzat i formalné pomoci takzvané konvoluce:
J

PriX =j]=> Pr[X; = k| Pr[Xy = j — k]

(nékteré z pravdépodobnosti muzou byt nulové)

=S () ([ s

= /(1= p)mtn ki:_o (Z) (j Tk)

pwlpWHnj(”f”ﬁ
]

(d) Poissonovo:
e Kde se pouzije?

Reseni: Pokud znidme prumérny pocet vyskyti za néjaky cas a kazdy vyskyt
je nezavisly na ostatnich (piiklady z https://en.wikipedia.org/wiki/Poisson_
distribution):

— Napiiklad pocet atomi, které se rozpadnou za minutu v nasem vzorku.
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— Pocet zéplav na daném tizemi ve sto letech (aby pojisfovna mohla spocitat
kolik m& byt pojistné aby s dobrou pravdépodobnost{ neprodélala).

— Pocet gélu v jednom fotbalovém zapase.
Vétsinou je to jen aproximace (v naSem vzorku neni nekoneéné mnoho atom,
zéplav ve sto letech taky nebude milion, pocet gélu ve fotbalovém zapase taky
nebude libovolné velky).

e Jakou ma stfedni hodnotu a rozptyl?

Reseni:

X ~ Pois()\) (A>0)
)\kef)\
Pr[X =k| = o (k e N)
E[X] = A
var(FE) = A

e Co se stane, kdyz seC¢tu dvé nahodné veliciny X1, Xo, které jsou nezavislé
a Xy ~ Pois(\), a Xo ~ Pois(p).

Reseni: Dokazeme, ze X = X + X je rozdélend X ~ Pois(\ + p):

0
k k! P k—j
vty 20 TN
7l

k k i —q
e im0 VR
=e —_—

k!

_ e O Ew”
- !

e Co se stane, pokud zvolime )\ = np a porovname Poissonovo rozdéleni a
binomialni rozdéleni?

Reseni: Pokud n > 20,p < 0.05 (nebo n > 100, np < 10), pak ta rozdéleni jsou
dost podobné. Porovnejte na obrazcich pro prvni volbu n = 50,p = 0.05, A\ = np =
2.5:
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0.20 4 0.20

0.10 0.10

0.00 4 0.00
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

X ~ Pois(2.5) X ~ Bin(50, 0.05)

(a) Poissonovo rozdéleni s parametrem . (b) Binomidlni rozdéleni

Obrézek 3.8: Aproximace binomidlntho rozdéleni Poissonovym.

import math
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.special import comb

n = 50
p = 0.05
1 =nx*xp # lambda %5 a python keyword

poisson = {}
for k in range(n+1):
poisson[k] = 1#xk * math.exp(-1) / math.factorial(k)

plt.figure(0)

plt.bar(poisson.keys(), poisson.values())
plt.xlabel(f'X ~ Pois({1})"')

# plt.ylabel ("")

# plt.show()

plt.savefig(f'poisson.pdf')

binomial = {k: comb(n, k, True) * p**k * (1-p)**(n-k) for k in range(n+1)}

plt.figure(1)

plt.bar(binomial.keys(), binomial.values())
plt.xlabel(f'X ~ Bin({n}, {p})")

# plt.ylabel("")

# plt.show()

plt.savefig(f'binomial.pdf"')

Mimochodem to, ze volime A = np a rozdéleni jsou si podobnd dava smysl, maji
stejnou stfedni hodnotu a skoro i rozptyl (pro malé p). Pokud bychom méli kon-
stantni A = np a limitili Bin(n, A\/n) pro n vétsi a vétsi, tak bychom dostali totéz
rozdéleni.

e Pro odvazné: ukazte, ze pokud X; ~ Pois(A\;) a Xy ~ Pois(\3) jsou
nezavislé, pak Pr[X; =k | X; + X5 = n] = Pr[Y = k] kde Y ~ Bin(n, t3)-
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3. de Meéreho problém hazeme spravedlivymi Sestistrannymi kostkami:

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Jaka je pravdépodobnost, Ze padne ze ¢tyi hodt aspon jedna Sestka?
Reseni: Muzeme spocitat pravdépodobnost, ze ani v jednom ze ¢ty hodi nepadne
Sestka a pak vzit pravdépodobnost doplnku:
Pr[ze ¢tyf hodu aspon jedna Sestka] = 1 — Pr|[v zddném ze ¢tyt hodu nepadne Sestkal
=1-(5/6)*
=0.5177

Jaka je pravdépodobnost, ze padne z 24 hodu dvojici kostek aspon jedna
dvojita Sestka?

Reseni: Obdobné:

1 —(35/36)%* = 0.4914

De Meéreho problém spocival v tom, jestli jsou odpovédi na ¢asti (a), (b)
stejné. Tak se Chevalier de Mére zeptal Blaise Pascala a ten spolu s Pierre
de Fermatem polozili zaklady teorie pravdépodobnosti.

Umite tlohu interpretovat jako otazku o binomickém rozdéleni?

Reseni: V prvni ¢asti se ptame na otdzku Pr[X > 1], kde X ~ Bin(4,1/6). Ve druhé
C4sti se ptdme na otdzku Pr[X > 1], kde X ~ Bin(24,1/36).

Umite tlohu interpretovat jako otazku o geometrickém rozdéleni?

Reseni: V prvni ¢ésti se ptame na otdzku Pr[Y < 4], kde Y ~ Geom(1/6). Ve druhé
C4sti se ptdme na otdzku Pr[Y < 24], kde Y ~ Geom(1/36).
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4. Odhadnéte m pomoci ndhodnych pokusia.

Reseni: Budeme generovat bod (z,y) € [0,1] x [0, 1] uniformné nahodné, tedy x ~ U(0, 1)
ay ~ U(0,1) nezavislé. Pomoci experimentu odhadneme pravdépodobnost, ze (z,y) lez{ ve
¢tvrtkruhu poloméru 1, tedy jestli 22 + y2 < 1.

from random import random
N = 1_000_000
ve_ctvrtkruhu = 0

for _ in range(N):
x = random()
y = random()
if xk*2 + y**2 <= 1:

ve_ctvrtkruhu += 1

# Kruh poloméru 1 md obsah p1
print(f'pi = {4xve_ctvrtkruhu/N}')

# MoZny vystup:
# pi = 3.14286
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5. Necht X je ndhodnd veli¢ina. Vyjadfete pomoci Fx(t) = Pr[X < t] pro kazdé
t € R distribuéni funkci nahodnych veli¢in:

(a) Xt =max(0,X)
Reseni:

Pr[X* <] = Pr[max(0, X) < ]

=Pr[X <{] (pro t > 0)
= Fx(t)
Pro zéporna t:
Prmax(0,X) <t] =0 (pro t < 0)
(b) —X
Resend
F_x(t)=Pr[-X <{]
= Pr[X > —t]
=1-Pr[X < —i
=1- 1%m) Fx(x) (limita kdyz « se blizi k —t zleva)
Tz—(—t)~
(¢) X~ = —min(X,0)
Resend
Pr[X~ <t] = Pr[-min(0, X) < {]
= Pr[—t < X] (pro t > 0)
=1-Pr[X < —t
=1-— lim Fx(x)
z—(—t)~
(d) |X]|

Reseni: Rovnou jako absolutni hodnota:

Pr|X| <t =Pr[-t < X <{
=Fx(t)— lim Fx(x) (pro t > 0)

z—(—t)~
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6. Meéjme spojitou ndhodnou velicinu X danou jeji pravdépodobnostni hustotou
(probability density function — PDF')

0 t<1
fX(t): {2/$3 tZl

(a) Spocitejte Pr[X € [5,10]].
Reseni:
10

Pr[X € [5,10]] = fx(z) dz

10
:/ 2/2% dx

= [—1/902];0
= —1/100 — (—1/25)
=0.03

(b) Spocitejte Pr[X > 100].

Reseni:

Pr[X > 100] = fx(x) dx
100
b
= lim fx(z) dz
b—oo J100

. b
=l (21200

lim —1/b% 4+ 1/10000
b—o0

= 1/10000
(c) Spocitejte E[X].
Reseni:
E[X] :/ xfx(x) dx
= / x2/x3 dx
1

:/ 2/x? dx
1

b

= lim/ 2/2% dx
b—oo Jq

= lim [-2/2]®
w2/,

= lim —2/b+2/1
b— o0

=2
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(d) Ureete distribuéni funkci (cumulative distribution function — CDF).

Reseni:
Fx(t) = Pr[X <{]

[
= /too fx(z) dx

t
:/ 2/x3 du
1

= [,
=-1/t* - (-1/1)
=1-1/?

Pro t < 1 mdme Fx(t) = 0. Pozor na to, ze pro distribuéni funkci musi platit

lim Fy(t) =1

t—o0

takze integra¢ni konstanta je jednozna¢né urcena.

117
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7. Meéjme spojitou nezipornou nidhodnou veli¢inu X, kterd ma hustotu (probability
density function — PDF) f, (a tedy comulative distribution function — CDF
Fx(t) = fot fx(z) dz). Ukazte, ze E[X] = [;° zfx(z) dov = [, Fx(w)dPr(w) = [ XdPr.

Pokud by X nebyla nezaporn4, tak ji mazeme vyjadrit jako rozdil dvou nezapornych
nahodnych veli¢in.

Reseni: Napred dle definice z minula upravme ten druhy integrél:

/Q Fy (w)dPr(w) = (R) /O T peX > 4] dt

:(R)/Oool—Pr[X<t] dt

(R)/OoolFX(t) dt

tedy chceme ukazat rovnost:
/ xfx(z) dx :/ 1—Fx(t) dt
0 0
Napied spocitame ten integral jen do b > 0, pak vezmeme limitu b — oo:
b b
/ zfx(x) de = [xFX(x)}g - / Fx(z) dx (per partes)
0 0
b
= be(b) — / Fx(l’) dxr
Jo

b
ZA Fx(b) —Fx(l') dx

A pak uz jen vyuzijeme toho, ze limy_, o, Fx(b) = 1.

Pfiznejme jesté, ze jsme nezduvodnili, Ze si muzeme sdhnout limitu F'x (b) uvniti toho in-
tegralu.
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3.7 Cviceni

1. Spocitejte stiredni hodnotu nasledujicich nezdpornych nadhodnych veli¢in pomoci
vzorce

(b)

E[X] = / 1— Fx(t) dt (pro nezépornou ndhodnou veli¢inu X)
0
Im(X) = {2,7‘(’}, PI‘[X = 2] = 1/3,PI‘[X = ﬂ'] E 2/3
Resend: Napted uréime distribuén{ funkci (cumulative distribution function)

0 t e (—00,2)
Fx(t)=41/3 te[2,n)
1 t € [m 00)

Nyni muzeme dosadit do vzorce (ndhodnd veli¢ina je nezdpornd) taky ten integrdl na-
kreslete!

E[X] /0001Fx(t) dt

2 ™ o]
:/1—0dt+/ 1—1/3dt+/ 1-1dt
0 2 T
2 s e’}
:/1dt+/ 2/3dt+/ 0 dt
0 2 ™

=2+42/3(r —2)
=2/3 +21/3

Spocitejte tu stfedni hodnotu tak jak jste zvykli:

E[X] =2/3+ (2/3)1

X je ddna hustotou (probability density function) fx(¢) = 1/3 pokud t € [0, 3]
a jinak fx(t) =0.

Reseni: Napied uréime distribuéni funkei (cumulative distribution function)

Fx(t) = th(x) dx

—t/3

Nyn{ muzeme dosadit do vzorce (ndhodnd veli¢ina je nezdpornd) taky ten integrdl na-
kreslete!

E[X] :/0001_FX(75) dt

3 0o
:/1—t/3dt+/ 0 dt
0 3
-],
6O

=(3-9/6) - (0-0)
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= 3/2

(coz odpovidd prostfedku, protoze mame uniformni rozdéleni).

Spocitejte tu stfedni hodnotu tak jak jste zvykli:

E[X] = /OOo tfx(t) dt

3
:/ 13 dt
0

= [12/6];
=(9/6) —(0/6)
=3/2
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(a)

(b)

(c)

(d)

Méme minci, kde padne hlava s pravdépodobnosti p € (0,1) (ale my ani
nezname p). Jak pomoci ni vygenerujeme hod spravedlivou minci?

Reseni: Pouzijeme nasledujici trik: vyuzijeme toho, ze ve dvou hodech plati

p(1—p) = Pr[HO] = Pr[OH] = (1 —p)p

Hodime tedy minci dvakrat, pokud padne HO, odpovime “hlava,” pokud padne OH
odpovime “orel,” pokud padne HH nebo OO héazime znova.

Kolik je stfedni hodnota poétu potfebnych dvoj-hodu? Cekame na prvni tspéch, takze
je to geometrickd distribuce, o které vime stfedni hodnotu 1/(p(1 — p)).

Mame spravedlivou minci, jak pomoci ni vygenerujete hod minci, kde padne
hlava s pravdépodobnosti p € (0,1)?

Reseni: Kdyby p =n2~"™ pro né&jaka n,m € N, tak ndm stacf m hodi.

Ale co kdyz p = 1/7? To nemd v dvojkové reprezentaci konecny zépis, takze zddny
kone¢ny pocet hodi ndm nestaci na piesné fesen{ (rozmyslete argument: strom hloubky
T a obarvime listy).

Predstavme si, ze generujeme ¢islo b € [0, 1] tak, ze b = 0.h1hohg ... kde h; je vysledek
hodu spravedlivou minci (nula nebo jedna) a ¢islo b interpretujeme jako bindrni éislo
b= Zjoi1 h;279. Pokud b < p, pak odpovime hlava, jinak orel. Ale to jsme si nepomohli,
protoze musime hodit nekoneénékrat. Musime? Pro spoustu hodnot muzeme uréit jestli
nutné b < p nebo b > p pomoci prvnich par hodu. Napiiklad pokud p = 0.00101110.. .,
a my hodime prvni dvatinné misto rovné jedné, pak b = 0.1777 a muzeme skoncit
rovnou. D4 se nahlédnout, ze otekdvany pocet hodu je konstantni (a pokud p je n27™,
pak sta¢i nejvys m hodu).

To je mnohem lepsi feSeni, nez to které nas napadlo jako prvni. V matematice a zivoté
se obcas vyplati ptat se na obecnéjsi otazky, protoze nam mohou dat mnohem lepsi
feSeni nez jsme cekali.

Madéme moznost generovat Y ~ U(0,1). Jak pomoci toho vygenerujeme hod
minci kde padne hlava s pravdépodobnosti p?

Reseni: To uz jsme vlastné vyfesili v predchozim piikladu. Odpovime hlava pokud
p<Y.

Mame diskrétni ndhodnou veli¢inu Im(X) = {1, 22, 23,74} (necht z; < z; pro
j <1i). Zndme Pr[X = z;] = p; a tim paddem zndme vSechny bézné parametry
(px,Fx,Qx). Mame moznost generovat Y ~ U(0,1). Jak pomoci vysledku Y
vygenerujeme vysledek X7

Reseni: Chceme zobecnit pitklad z minula. Tedy chceme rozdélit interval [0, 1] na
intervaly délek pi, ps, p3, p4. Nejjednodussi je rozdélit je podle ¢astecnych souctu.

e Odpovime z; pokud 0 <Y < p;.

e Odpovime x5 pokud p1 <Y < py + po.

e Odpovime z3 pokud p; + ps <Y < p1 + pas + p3.

e Odpovime z4 pokud p; +ps +p3 <Y < p; +po2 +p3 +ps = 1.
Takze

e Odpovime 1 pokud 0 <Y < Fx(x1).
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e Odpovime zo pokud Fx(z1) <Y < Fx(x2).
e Odpovime x3 pokud Fx(x2) <Y < Fx(zx3).
e Odpovime x4 pokud Fx(x3) <Y < Fx(z4) = 1.

Kdybychom tak jen méli funkci, ktera se co nejvic snazi chovat jako inverzni funkce k
Fx.

Odpovime Qx (Y).
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3. Autobus pfijede v éas e = 2.71. Cas mého pfichodu na zastdvku je ndhodni
velicina X s hustotou

1/t pokudte€|l,¢]
t) =
fx () {0 jinak
(a) Jaka je pravdépodobnost, ze prijdu v néktery €as z intervalu [1.5,2]?
Reseni: Méame hustotu, tedy

PrlX € [1.5,2] = i Fx(t) dt
1.5

2
:/ 1/t dt
1.5

= [In(t)]7 5
= In(2) — In(1.5)
= 0.288

(b) Jaka je distribuéni funkce ¢asu mého piichodu (cumulative distribution
function)?

Reseni: Méame hustotu, tedy

0 t € (—o0,1)
Fx(t) =1 [{ 1/ de = [In(z)]! =In(t) te[le)
1 t € [e,00)

(c) Jaka je kvantilova funkce ¢asu mého piichodu?
Reseni:
QX : [0, ].] - R
Qx(p) =inf{z e R [p < Fx(z)}
=inf{zx e R|p<In(z)}
Qx(p) = €”

My mdme spojitou distribuéni funkci Fx, tedy kvantilova funkce bude Q x (p) = (Fx )~ (p)
(inverzni funkce).

(d) Jaka je stfedni hodnota ¢asu mého pFichodu?

Re3eni: Muzeme pouzit tfeba vzorec s hustotou

E[X] = /_OO L () dt
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(e) Jaky je rozptyl ¢asu mého pFichodu?

Reseni: Tady bude o malinko jednodussi pocitat s hustotou, protoze z piednésky
(LOTUS) vime:

E[g(X)] = / g(t)fx(t) dt (pro rozumné funkce g)

—00

(tedy nemusime urcovat Fxz.)

var(X) = E[X?] — (E[X])2
:/etQ/t dt — (e — 1)

= [t2/2]] — (e — 1)?
=e/2-1/2—(e—1)°
= —€%/2+2e—3/2

= 0.242

(f) Jaka je stfedni doba éekani na autobus?
Reseni: Pokud pfijdeme v ¢as X, pak ¢ekdme e — X jednotek casu:

Elg(X)] = /00 g(t) fx(t) dt (pro rozumné funkee g)

Ele — X] = /j(et)l/t dt
— [eln(t) — 4]
=(e—e)—(e-0-1)
—1

(g) Simulujte.

Reseni: Mame problém, nevime jak generovat nahodny float, ktery se bude chovat
jako X (bude mit stejnou distribuci). Zachrani nds véta z predndsky (nebo bychom
taky mohli t{ct teorie miry a integrdlu, nebo véta o substituci u integralu):

Necht X je ndhodn4 veli¢ina s distribuéni funkei F'x = F, necht je F spojit4 a rostouci.
Pak F(X) ~ U(0,1) (rovnomérné ndhodn4 z intervalu [0, 1]).

Néam se hodi jeji varianta nazpatek:

Necht je F' funkce “typu distribuéni funkce,” tedy
o neklesajici Vo < y € R: F(z) < F(y)
e zprava spojitd Va € R: lim,_, .+ F(t) = F(x)
o lim, , o F(2) =0, lim, , F(z) =1

Necht @ je piislusnd kvantilovd funkce k nasi F. Necht U ~ U(0,1), necht X = Q(U),
pak X ma distribu¢ni funkci F'.
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import math
import random

def F_X(t):
# F.X: R -> [0,1]
if t <= 1:
return O
if t >= math.e:
return 1
return math.log(t)

def Q_X(p):
#Q_X: [0,1] -> R
return math.exp(p)

def X():
#U ~U(,1)
# Q_X(U) ma rozdeleni F_X
return Q_X(random.random())

N = 1_000_000

pr_a = sum(int(1.5 <= X() <= 2) for _ in range(N)) / N
print(f'a) Pr[1.5 <= X <= 2] = {pr_a} (={math.log(2) - math.log(1.5)})")

t = 2.3 # nejaky vstup

# Pr[X <= t] = F_23

F_23 = sum(int(X() <= t) for _ in range(N)) / N
print(f'b) F_X({t}) = {F_23} (={F_X(t)H")

EX = sum(X() for _ in range(N)) / N
print(f'd) E[X] = {EX} (={math.e - 1})")

varX = sum((X() - EX)**2 for _ in range(N)) / N
print(f'e) var(X) = {varX} (={-math.ex*2/2 + 2%math.e - 3/2})')

E_cekani = sum(math.e - X() for _ in range(N)) / N
print(f'f) Elcekani] = {E_cekani} (={1})")

# MozZny wvystup:

#a) Pr[1.5 <= X <= 2] = 0.287366 (=0.2876820724517809)
#b) F_X(2.3) = 0.832592 (=0.8329091229351039)

# d) E[X] = 1.718278932279249 (=1.718281828459045)

# e) var(X) = 0.24186437641415617 (=0.24203560745276542)
# f) Elcekant] = 1.000026495456767 (=1)
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4. Knihovna MFF ma 1000 ¢tenaiu — studenta informatiky — a rozhoduje se, kolik
kopii nové knihy koupit. Pfedpokladejme, Ze o knihu ma v dany semestr kazdy
student zajem s pravdépodobnosti p = 0.01, nezavisle na ostatnich.

(a) Urcete pravdépodobnostni funkci pro pocet studentu, ktefi maji o knihu
zajem.
Resend: Jedna se o binomické rozdéleni X ~ Bin(n, p), konkrétné X ~ Bin(1000,0.01)
vime tedy:

px(i) =ifx =)= (1) -

1000 . )
= ( ; )0.013(1 —0.01)1000=3 (pro pfirozené 0 < j < 1000)

(vybereme ktef{ maji zdjem a ndsobime pravdépodobnosti, ze maji zdjem / nezdjem).
(b) Urcete pravdépodobnostni funkci pro Poissonovskou aproximaci tohoto poctu.

Reseni: Poissonovsky aproximujeme tak, aby A = np (aby ta rozdéleni méla stejnou
stFedni hodnotu), tedy Y ~ Pois(np):
AkefA (np)kefnp _-10k6710

py(k) =PrlY =k = —— = —4 !

(c¢) Jaka je pravdépodobnost, ze 20 kopii knihy nestaéi? Vyjdadirete jednak po-
moci distribuéni funkce, jednak pomoci sumy. A také jednak pomoci presné
formule z ¢asti (a), jednak pomoci aproximace z ¢asti (b).

Reseni: Pomoci distribuéni funkee 1 — Fx (20).
Pomoci sumy:

e Ptesné pomoci wolframalpha

1000
1000 , ,
> ( )0.011(1 —0.01)19004 = 0.00149

j=21 J

e Pomoci aproximace
o0 —
10k6 10

k!
j=21

= (.00159

(d) Je popsany model zijmu studenti o knihy realisticky?

Reseni: Nezavislost mize byt dost nerealistickd. “Hele ta knizka je fakt dobrd.”
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5. Exponencidlni rozdéleni je spojitou analogii rozdéleni geometrického. Vyjadiuje
dobu éekani na prvni uddlost generovanou poissonovskym procesem (s danym
parametrem )\). Nihodn& veli¢ina X ~ Exp(\) mé distribuéni funkci

1—e M t>0
Fy(t) = e pro t > 0,
0 pro t < 0.
Vypocitejte:
(a) hustotni funkci fx(t)

Reseni: Je to jen derivace Fx(t) podle t:

fx(t) =

Ae=M t>0
0 t<0

(b) stfedni hodnotu E[X]
Reseni: Je jednodussi napied spocitat
/J;e_x de =—€e"(z+1)+C

pak pouzit substituci:

(¢) rozptyl var(X)

Reseni:

var(X) = 1/\?
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3.8 Cviceni

1.

(a) Necht X je ndhodna veli¢ina a X > 0 skoro jisté (tzn Pr[X > 0] = 1). Najdéte
néjakou takovou nahodnou veli¢inu, ktera je netrivialni.
Resend: Napiiklad Im(X) = (QN[-1,0]) U [0,1] kde volime uniformné ndhodné
(pravdépodobnost podmnoziny je jeji mira).

(b) Necht X je ndhodnd veli¢ina a X > 0 skoro jisté (tzn Pr[X > 0] = 1). Dokazte,
ze pokud E[X] existuje, tak E[X] > 0.

Reseni: S vyhodou vyuzijeme nasi obecnou definici:

0

E[X] :/001_FX( yat— [ Pyt dt

— 00

/ r[X >t] dt — /OooPr[th]dt
I

0
X>tdt—/ 0 dt

— 00

>0

(c) Necht Y,Z jsou ndhodné veli¢iny a Y < Z skoro jisté. Dokazte, ze pokud
E[Y], E[Z] existuji, tak E[Y] < E[Z].

Resend: Opét pouze vyuzijeme toho, ze pro kazdé t € R plati Fy (t) > Fz(t) (rozmys-
lete, ze to je mnohem slabsi podminka nez Pr[Y < Z] =1).

E[Y]:/Oool—Fy(t) dt—/o Fy(t) dt

— 00

g/oool—FZ(t) dt—/o Fo(t) dt

—00

=E[Z]

(d) Dokazte Markovovu nerovnost Pr[X > «E[X]] < 1/a pro nezdpornou ndhodnou
veliéinu X a libovolné a > 1.

>3 ’

Reseni: Prvné si rozmyslete nésledujici rovnost:

E[X] :/0 Pr[X >t] dt (X je nezdpornd)

:/OOI—FX(t) dt
0

Nyni jen udélame odhad:

E[X] :/0 Pr(X >t] dt (X je nezépornd)

A
> / Pr[X > t] dt (pravdépodobnost je nezdpornd)
0
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= APr[X > 4]
Dosadime

A = aE[X]
E[X] > APr[X > A]
E[X] > aE[X] Pr[X > oE[X]]
1/a > Pr[X > aE[X]]

Kdyby ndhodou E[X] = 0, pak stejné Pr[X = 0] = 1.

129
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2. Bublifukem vyfoukneme bublinu o poloméru R ~ U(1,5). Jaka je stfedni hodnota
povrchu bubliny?

Reseni: Vime, ze pokud polomér je R, pak povrch bubliny bude 47 R?, pak muzeme pouzit
vétu z prednasky

E[g(X)] = / o) fx (1) dt

Polomeér je vybirdn z uniformni distribuce, tedy fx(¢t) = 1/4 pro libovolné ¢t € [1,5] (nula
jinak). Dosazenim

5
E[4nR?] = / 47t? /4 dt
1

5
:w/ t2 dt
1
5
:w/ t2 dt
1

:W[t3/3]i
=7(125—-1)/3
=m124/3

import math
import random

def RQO):
return 1 + 4 * random.random()

def Area(r):
return 4 * math.pi * r**2

N = 1_.000_000
EA = sum(Area(R()) for _ in range(N)) / N
print (f'E[povrch bubliny] = {EA} (={math.pi * 124 / 3})"')

# MozZny wvystup:
# E[povrch bubliny] = 129.79361145575925 (=129.8524963483781)



3.8. 8 CVICENI 131

3. Nechf X;, ..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnym rozdélenim se
stfedni hodnotou y a rozptylem o2. Oznaéme S,, = (X; +--- + X,,)/n. To miZeme
povazovat za odhad stfedni hodnoty p primérem z n pokust.

(a) Urcete E[S,] a var(Sy,).

Reseni: Dle linearity stfedni hodnoty mame
n
E Z X;/n| =p
j=1
Dle domaéciho tikolu z toho, Ze jsou proménné nezavislé mame (matematickou indukei)

var ZXj/n = (no?)/n?* = o?/n

Tedy se ndm nezménila stfedn{ hodnota, ale celkem zna¢né se zmensil rozptyl (pFipomenme,
ze rozptyl nam intuitivné fika jak daleko je ndhodnd proménnd od své stiedni hodnoty
var(X) = E[(X — E[X])?]). Takze intuitivné vice pokust ndm d& piesnéjsi odhad.

(b) Ukazte, jak lze pocitat S, z S,_1, X,, a n.

ReSeni: Pripomenme, Ze pocitace pouzivaji ¢asto reprezentaci ¢isel s omezenym ma-
ximem. Takze kdybychom jen secetli a pak délili, tak soucet muze pretéct. Navic i
desetinnd ¢isla jsou omezena a jejich s¢itanim vznikaji chyby.

e MuZzeme pouzit algoritmus z knihy The Art of Computer Programming (Knuth):

mean = 0.0
n =20

for x in data:
n += 1
mean += (x — mean) / n

Tato metoda se pouzivd v GNU Scientific Library https://savannah.gnu.org/
git/?group=gsl od roku 1998 (commit c91e4ff0dd04766f45cc899467h46a83ad06bd5d)
neustéle (kontrolovdno duben 2021). Zde se vyuziva nésledujiciho vztahu:

mean(n) = mean(n — 1) + (data[n] — mean(n — 1))/(n + 1)

Velikou vyhodou je, ze tady ndm nepietece mezivysledek (pozor vysledny vysledek
pretéct muze).

e Pokud méme ¢isla dand predem, tak je muzeme setfidit a séitat od nejmensiho (to
prekvapivé dost pomuze).

e Pokud nés zajimé jen soucet (ne prumeér), pak muzeme pouzit Kahan summation
algorithm https://en.wikipedia.org/wiki/Kahan_summation_algorithm, Mi-
mochodem pokud se kompildtor muze vyuzivat asosiativitu a komutativitu pak
muze dost pokazit takovéto numerické algoritmy, proto kdyz kompilujete takovy
software, tak volby typu -ffast-math ¢lovék chce zapnout jen kdyz vi co déla.

(c) Pouzijte vhodné X;, aby i obsahovalo éislo 7. Sestavte program v libovolném
jazyce a spocitejte pomoci néj hodnotu 7. (Jak velké n myslite, ze bude
potieba pro pét spravnych &islic?)

Reseni: Muzeme pouzit zndmé nerovnosti kde X je pocet bodu uvniti étvrt-kruhu z
celkem N hodu:
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e Markovova nerovnost: Nechf X je nezdporna ndhodna veli¢ina, pak Pr[X > aE[X]] <
1/a pro a > 1.

i. Dukaz viz jedno z pfedchozich cviceni.
ii. Pouziti: Napiiklad pro a = 2 dostavame, ze Pr[X > 2Nn/4] <1/2.

o Cebysevovu nerovnost: Necht X je nezdporna nadhodn4 veli¢ina s rozptylem var(X),
pak Pr[|X — E[X]| > a] < var(X)/a® pro a > 0.

i. Diikaz: Pouzijeme Markova na nahodnou veli¢inu (X — E[X])? (ta je z definice
rozptylu):

Pr[(X — E[X])? > A var(X)] < 1/4?
a = A/ var(X)
Pr[(X —E[X])? > @®] < var(X)/a®
ii. Pouziti: Pro a = 0.1 jesté potfebujeme znat rozptyl, ktery je w(1 — 7/4)/4N.
Pr[|X — E[X]| > 0.1] <1007(1 — w/4)/4N
e Cernovovu nerovnost: Necht X = > 0i—1 X kde X; € [0,1] jsou nezdvislé promeénné.
Necht p = E[X] a volme § € (0,1). Pak
Pr[X > (14 6)p] < e 0°1/3
PriX < (1-6)u]

IN

e‘52”/2

IN

i. Diikaz: pouziti Markovovy nerovnosti na Pr[e!® > e'?] < E[e!X]/e!® a opti-

malizovanim pfes t. Prozatim vynechame, moznéd bude na pfednasce nebo na
néjakém piistim cviceni.
ii. Pouziti: Naptiklad § = 0.1 dostavame
Pr[X > 1.1Nr /4] < ¢~ 0-01N7/12
Pr[X < 0.9N7/4] < e~ 0-01N7/8
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4. Predpokladejme, ze u posStovni pirepazky trva vyrizeni jednoho zakaznika cas,

ktery ma exponencialni rozdéleni a stiedni hodnotu 4 minuty.

(a)

(b)

(c)

(d)

Jaky je parametr A, jaka je distribuc¢ni funkce?

Resend: Nahodnd veli¢ina X ~ Exp(\) ma distribuéni funkci

1—e* prot>0,
Fx(t) = pret=
0 pro t < 0.

a stfedn{ hodnotu 1/A.

Tedy vidime, Ze v nasem piipadé aby ndm sedéla stfedni hodnota, musi byt A = 1/4.

Jaka je pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat vice nez 4 minuty?

Reseni: Zname distribuéni funkci, tedy

Pr[vice nez 4 minuty] = 1 — Fx(4)

—1- (1—6*%4)

= 6_1

=0.3678

Jaka je pravdépodobnost, Ze budeme ¢ekat néco mezi 3 a 5 minutami?

Reseni: Opét bychom mohli integrovat hustotu, ale otdzkou je pro¢, kdyz mizeme

dosadit do distribuéni funkce:

Pr[mezi 3 a 5 minutami] = Fx(5) — Fx(3)

= (1= ) = (1-e#)

=0.1858

Simulujte.
Resend:
import math

from random import random
from numpy.random import exponential

def npExp(l):
# np.random. exponential takes scale = 1 / lambda
return exponential(l / 1)

def Q_Exp(p, 1):
# Quantile = inverse of distribution function
return - math.log(l - p) /1

def myExp(1):
# my implementation of Exzp using the quantile

return Q_Exp(random(), 1)

N = 1_000_000
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1=1/4

np_Pr_X_geq_4 = sum(int(npExp(1l) >= 4) for _ in range(N)) / N
print(£'b) Pr[X>=4] = {np_Pr_X_geq_4} (={math.exp(-1)})"')
my_Pr_X_geq_4 = sum(int(myExp(l) >= 4) for _ in range(N)) / N
print(f'b) Pr[X>=4] = {my_Pr_X_geq_4} (={math.exp(-1)})"')

np_Pr_3_leq_X_leq_5 = sum(int(3 <= npExp(l) <= 5) for _ in range(N)) / N
print(f'c) Pr[3<=X<=5] = {np_Pr_3_leq_X_leq_5} (={math.exp(-3/4) - math.exp(-5/4)})")
my_Pr_3_leq_X_leq_5 = sum(int(3 <= myExp(l) <= 5) for _ in range(N)) / N
print(f'c) Pr[3<=X<=5] = {my_Pr_3_leq_X_leq_5} (={math.exp(-3/4) - math.exp(-5/4)})")

# MozZny wvystup:

#b) PrlX>=4] 0.368577 (=0.36787944117144233)
#b) PrlX>=4] 0.367661 (=0.36787944117144233)
# c) Pr[3<=X<=5] = 0.185306 (=0.1858617558808246)
# c) Pr[3<=X<=5] = 0.186097 (=0.1858617558808246)
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5. Rikdme, ze ndhodna veli¢ina X (resp. jeji rozdéleni) nemd pamét, pokud
PriX >s+t| X >s] =Pr[X >{]

pro s,t > 0. Jinymi slovy, doba, kterou jsme jiz ¢ekali, nema vliv na dobu, kterou
budeme jesté cekat.

(a) Ukazte, Ze geometrické rozdéleni nemd pamét.

Reseni: Méjme néjaks fixni éisla s,¢ > 0. Piipomenime, ze pro ¢islo s nasledujict
jejev X > s = {we Q| X(w) > s} Podminénou pravdépodobnost pro jevy si jisté

pamatujeme
Pr[AN B
Pr[A | B] = ——— kud Pr|B
(4] B) =~ (pokud Px{B] > 0)
Pripomerime jesté
PriX =n]=(1-p)" !p (n=1,2,..., X ~ Geom(p))

Budeme vyuzivat nasledujici soucet geometrické rady:

oo

d-plp=01-p"" (pro T € N)

n=T

Vime, ze Pr[X > t] > 0 pro libovolné ¢t € R pokud X ~ Geom(p). Pro jednoduchost
necht s,t € N (af nemusime brat horni celé ¢dsti).
PriX >s+tNX > g
Pr[X > s
Pr[X > s+t
- Pr[X > s
_ ZZO:SHH(l —p)"'p
Zf:sﬂ(l —p)"lp
B (1 _ p)s+t
- (1-p)f
(1-p)

oo

= > (1-p"'p

n=t+1
= Pr[X > t]

PriX >s+t]| X >s]=

(s >0,t>0)

(b) Co z toho plyne o rozlozeni dalsiho hodu, kdyz uz ndm pétkrat v fadé padla
hlava?

Reseni: Pokud méme spravedlivou minci, tak jsou oba vysledky stejné pravdépodobné.
Ta mince v sobé nemé zabudované pocitatko. Presto ¢lovék intuitivné ¢ekd, “ze uz to
musi padnout.” Tohle byva velky problém pro notorické hrace.

(c) Ukazte, ze exponencidlni rozdéleni nema pamét.

Reseni: Budeme postupovat obdobné, jen pfipomenime distribuéni funkci Pr[X <
t] = Fx(t) =1 — e~ pro libovolné ¢t > 0 a X ~ Exp()\).

Pr[X > s+tnX > s
Pr[X > s

PriX >s+t| X >s]=
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_ Pr[X > s +1]
~ Pr[X > 4
1—Fx(s+t)
T1-— Fx(s)
—A(s+t)

(s>0,t>0)

(&
Py

— Nt

=1— Fx(t)

= Pr[X > ]

(d) Simulujte.
Resent:
import math
from numpy import count_nonzero

from numpy.random import exponential
from numpy.random import geometric

1=1/7

p=0.1

s =5

t =20

N = 100_000_000

X = geometric(p, N)

pr_X_g_t = count_nonzero(X > t) / N

print (£ 'Pr(X > {t}] = {pr_X_g_t} (={(1-p)**t})')

pr_X_podminena = count_nonzero(X > s+t) / count_nonzero(X > s)
print (£ 'Pr[X > {s+t} | X > {s}] = {pr_X_podminena} (={(1-p)**t})"')

Y = exponential(l / 1, N)

pr_Y_g_t = count_nonzero(Y > t) / N

print (£'Pr[Y > {t}] = {pr_Y_g_t} (={math.exp(-1*t)})")

pr_Y_podminena = count_nonzero(Y > s+t) / count_nonzero(Y > s)
print(£'Pr[Y > {s+t} | Y > {s}] = {pr_Y_podminena} (={math.exp(-1*t)})"')

# MoZny vystup:

# Pr[X > 20] = 0.12162167 (=0.12157665459056935)

# Pr[X > 25 | X > 5] = 0.12153812273722872 (=0.12157665459056935)
# Pr[Y > 20] = 0.05740661 (=0.05743261926761737)

# Pr[Y > 25 | Y > 5] = 0.05737426975802089 (=0.05743261926761737)

Plati dokonce, ze je to jediné spojité rozdéleni na kladnych Cisel bez paméti (a
geometrické je jediné diskrétni bez pameéti), ale to dokazovat nemusite.
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6. Budeme modelovat mnozstvi snéhu, ktery bude na Silvestra v lyzarském aredlu
Jestéd, pomoci normdlniho rozdéleni se stifedni hodnotou 40 (centimetri) a
smérodatnou odchylkou 10.

(a)

(b)

(c)

Jaka je pravdépodobnost, ze nam model uréi zdpornou hodnotu snéhové
pokryvky?

Reseni: Distribuéni funkei neumime vyjadiit pomoci jednoduchych funkef (polynomy,
sin, cos, exponenciala...). Ale umime ji aproximovat, piipadné se muZeme rovnou
podivat do tabulky. Tabulky jsou uvedené pro Z ~ N(0, 1), takze nasi X ~ N(u,0?)
musime néjak prevédst:

X —pu
ag

7 =

kde klasicky p je stfedn{ hodnota X (E[X] = u) a o je smérodatnd odchylka, coz je
odmocnina rozptylu (tedy var(X) = o?).

Konkrétné mame X ~ N (40,10) takze Z = X202,

Otézka zni:
X —-40 0-40
PriX =P
r[X < 0] T <10
=Pr[Z < —4]
= 0.00003

Jaka je pravdépodobnost, ze snéhu napadne 50-70 cm?

Resend:
50—-40 X —40 _70—40
P <X< =P < <
PO X T =Pr|—p—< —F5— =75
=Pr[l1 <Z <3
=Pr[Z <3]-Pr[Z <1]
= 0.99865 — 0.84134
=0.15731
Simulujte.
Resend:

from numpy import count_nonzero
from numpy.random import normal
import scipy.stats as st

mu = 40
sigma = 10
N = 100_000_000

X = normal(mu, sigma, N)

pr_negative = count_nonzero(X < 0) / N
print(f'Pr[X < 0] = {pr_negative} (={st.norm.cdf((0 - mu) / sigma)})')
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pr_50_70 = count_nonzero((50 <= X) * (X <= 70)) / N
pr_50_70_exact = st.norm.cdf ((70-mu)/sigma)-st.norm.cdf ((50-mu)/sigma)
print (£'Pr[50 <= X <= 70] = {pr_50_70} (={pr_50_70_exact})"')

# MoZny vystup:
# Pr[X < 0] = 3.2e-05 (=3.167124183311986e-05)
# Pr[50 <= X <= 70] = 0.15723717 (=0.157305355689982697)

Hodnoty ®(z) si spocitejte v Pythonu nebo v R, pfipadné se podivejte do tabulky
na https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table (sekce Cummulative).
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7. Plutonium-238 ma poloc¢as rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat
pomoci exponencialniho rozdéleni: pro kazdy atom budeme ¢as, za ktery se roz-
padne, povazovat za nezavislou ndhodnou veli¢inu s rozdélenim Exzp()\).

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Jaké je \?

Reseni: Polocas rozpadu je definovan jako doba, za kdy se rozpadne polovina atomii.
Atomu ve vzorku byva opravdu hodné. Takze ekvivalentné pravdépodobnost, Ze se
konkrétni atom za tuto dobu rozpadne je polovina. Chceme tedy:

0.5 = Fx(87.7)
0.5=1—¢ "7
0.5 — = A8T.7

In(0.5) = —A87.7
In(2)/87.7 = A

Jaka je stiedni doba zivota atomu 23*Pu?

VVVVV

doba zivota atomu je:
87.7/In(2) = 126.524 let

Po jaké dobé se rozpadne 90 % atomu?

Reseni: Atomi ve vzorku byva opravdu hodné. Takze mizeme pocitat za jakou dobu
mé atom pravdépodobnost rozpadu 90 %. Takze potFebujeme kvantil @ x:

Qx(p) = M
~ —In(1-0.9)
@x(0.9) = @) /8TT
In(10)
@x(0-9) = n(2)/87.7

Qx(0.9) = 291.333 let

Kolik procent atomu se rozpadne po 50 letech? (Mimochodem, nékteré kos-
mické sondy a nékteré kardiostimulatory pouzivaji rozpad 23*Pu jako zdroj
energie.)

Reseni: Opét predpokladame, ze podil rozpadlych bude velmi blizky pravdépodobnosti,
ze se jeden konkrétni rozpadne za 50 let (atomu je hodné).

Fx(87.7)=1—e M
FX (877) —1— 6750 In(2)/87.7
= 0.3264

Simulujte.

Reseni:
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import math
import numpy as np

N = 1_000_000
1 = math.log(2) / 87.7
X = np.random.exponential(l / 1, N)

EX = X.sum() / N
print(f'b) E[doba zivotal = {EX} (={87.7 / math.log(2)})")

rozpad90 = np.sort(X) [int(0.9 * N)]
print(f'c) kdy 907, rozpadlych = {rozpad90} (={87.7 * math.log(10) / math.log(2)})')

rozpadu50 = np.count_nonzero(X <= 50) / N
rozpadub0_presne = 1 - math.exp(-50 * math.log(2) / 87.7)
print(f'd) # rozpadu po 50 letech = {rozpadu50} (={rozpadu50_presne})')

# MozZny wvystup:

# b) E[doba zivota] = 126.61914635519292 (=126.5243550859621)

# c) kdy 907 rozpadlych = 291.4057716079031 (=291.3330939216217)
# d) # rozpadu po 50 letech = 0.326249 (=0.32644177311899625)
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8. Dostali jsme minci. Nevime jestli je spravedliva (tzn nezndme pravdépodobnost,
ze padne hlava). Tisickrat jsme s ni hodili a padlo 345 hlav.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze na spravedlivé minci padne presné 345 hlav?
Reseni: Binomické rozdéleni uz diuvérné zname:
X ~ Bin(n,p)
; Y n—j
Pr[X =j] = L (I-p)
Konkrétneé:
X ~ Bin(1000,0.5)
1000
Pr[X = 345] = ( >0.510°0

345
=1.6148 10723

(b) Pokud p € (0,1) je proménnd vyjadfujici pravdépodobnost, Zze na nasi minci
padne hlava. Vyjadrete pravdépodobnost, ze padne 345 hlav jako funkci p,
tedy

P(p) = Pr[X = 345 kde X ~ Bin(1000, p)]

345

1000 345 655
= 1—
( 345 >p ( P)

1000 s
P(p) _ ( >p345(1 _p)IOOO 34

(¢) Pokud tedy modelujeme hod nasi minci jako Bin(1000,p), pak urcete p, které
dava nejvyssi pravdépodobnost pozorovaného vysledku.

Reseni: Muzeme zderivovat a polozit derivaci rovnou nule (a pak zkontrolovat druhou
derivaci, abychom vidéli, ze je funkce konkdvni). Kombinaé¢ni ¢islo je jen konstanta, tu
opisovat nebudu:

/
(p345(1 _p>655> — 345p344(1 _ p)655 _ 655p345(1 _ p)654
(derivace soucinu a derivace slozené funkce)

Tohle se nezda byt moc nadéjné.

Mohli bychom maximalizovat logaritmus toho vyrazu, pak bychom neméli tak osklivou
derivaci:

0= (In(p**(1 - p)**)’
= (3451n(p) + 6551In((1 — p))))’
= 345/p + 655/(1 — p)

Vyuzijeme toho, ze p € (0,1), takze miizeme ndsobit obé strany

0 = 345/p + 655/(1 — p)
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0 = 345(1 — p) + 655p
0 = 345 — 345p + 655p
0 = 345 — 1000p

p = 345/1000

Pro jistotu si jesté rozmyslete, ze ta funkce je konkdvni.
(d) Porovnejte s tim, jak jsme doted simulovali.

Reseni: Vysledek je stejny, pravdépodobnost hlavy bychom odhadli v simulaci jako
345/1000 = 0.345.
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3.9 Cviceni

1. Dostali jsme minci. Nevime jestli je spravedliva (tzn neznidme pravdépodobnost,
ze padne hlava). Tisickrdt jsme s ni hodili a padlo 345 hlav.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze na spravedlivé minci padne pfesné 345 hlav?
Reseni: Binomické rozdéleni uz divérné znime:
X ~ Bin(n,p)
; i n—j
PriX =j] = i) (I-p)
Konkrétné:
X ~ Bin(1000,0.5)

1
Pr[X = 345] = ( 304050>0.51000

=1.6148 10723

(b) Pokud p € (0,1) je proménnd vyjadiujici pravdépodobnost, Ze na nasi minci
padne hlava. Vyjadfrete pravdépodobnost, ze padne 345 hlav jako funkci p,
tedy

P(p) = Pr[X = 345 kde X ~ Bin(1000, p)]

1000
P _ 345 1— 1000—345
(p) ( 345 )p (1-p)

1000 34?’ Grr
— o(1 — 59
<3 15 >p (1-p)

(¢) Pokud tedy modelujeme hod nasi minci jako Bin(1000,p), pak uréete p, které
dava nejvyssi pravdépodobnost pozorovaného vysledku. Tomuto se ve sta-
tistice fika Maximum Likelihood Estimation (MLE).

Reseni: Muzeme zderivovat a polozit derivaci rovnou nule (a pak zkontrolovat druhou
derivaci, abychom vidéli, Ze je funkce konkdvni{). Kombinaé¢ni ¢islo je jen konstanta, tu
opisovat nebudu:

345 55\ 5 5
(p34 (1 7p)6 5) — 345p344(1 7p)6 5 655])345(1 7p)6 4
(derivace soucinu a derivace slozené funkce)

= (1—p)*®*p*** (345(1 — p) — 655p)
coz je nulové pokud p = 0 nebo p = 1 nebo

0 = (345(1 — p) — 655p)

0 = 345 — 345p — 655p

p = 345/1000

Alternativni postup by bylo maximalizovat logaritmus toho vyrazu, pak bychom neméli
tak osklivou derivaci:

0= (In(p**(1—p)*>))’
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— (3451n(p) + 655 In((1 — p))))’
= 345/p + 655/(1 — p)

Vyuzijeme toho, ze p € (0, 1), takze muzeme nésobit obé strany
0=345/p+ 655/(1 — p)
0 = 345(1 — p) 4+ 655p
0 = 345 — 345p + 655p
0 = 345 — 1000p
p = 345/1000

Pro jistotu si jesté rozmyslete, ze ta funkce je konkavni.
(d) Porovnejte s tim, jak jsme doted simulovali.

Reseni: Vysledek je stejny, pravdépodobnost hlavy bychom odhadli v simulaci jako
345/1000 = 0.345.
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2. Za druhé svétové valky spojenci potiebovali védét, kolik tanktt Némecko vy-
robilo. Némci byli precizni a své tanky cCislovali popofadé (pokud vyrobili n-ty
tank, tak mél na motoru napsané ¢&islo n).

(a)

(b)

(c)

Zajali jste uniformné nahodny tank, ktery meél &islo m (pfipomenme, zZe
neznite n), jak odhadnete 7 (tj. odhad skuteéného poctu n) pomoci MLE?

Reseni: Chceme maximalizovat pravdépodobnost, ze jsme pozorovali ¢islo m za
podminky, ze skuteény pocet tanku je n, tedy X ~ U(n).
PriX =m]=1/n (pro n > m)

Takze pocet tanku odhadneme jako n = m.

Je to, co nam vyslo rozumny odhad?

Resend: Intuitivné tento odhad dost podhodnocuje. Specidlné tento odhad dava vzdy
nejmensi mozny pocet, ktery je v souladu s nasim pozorovanim.

To ndm nefika, ze MLE je Spatnd metoda! Jen to fikd, Ze na tento problém se zas tak
moc nehodi. Na tento problém se hod{ 1épe jiné metody (o nékterych se nejspis budeme
ucit). A hlavné to, Ze nelze jen slepé dosadit do vzorecku, kterému nerozumime.

Dalsi véc je, Zze nejsme tak daleko od skuteéného odhadu (zhruba vyndsobeni dvéma
ndm d4 celkem rozumny odhad).

Je mozné, ze se k tomuto problému jesté vratime s jinymi statistickymi od-
hady. Pokud jste pfilis zvédavi, tak https://en.wikipedia.org/wiki/German_
tank_problem
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3. Nechf Z ~ N(0,1). Pomoci tabulky funkce ® ovéfte pravidlo 30, neboli spoététe

T —4 -3 —2 —1 0 1 2 3

4

®(z) | 0.00003 | 0.00135 | 0.02275 | 0.15866 | 0.500000 | 0.84135 | 0.97725 | 0.99865

0.99997

Dalsi hodnoty viz https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table|— sekce
Cumulative nebo pouzitim scipy.stats.norm.cdf |https://docs.scipy.org/doc/scipy/
reference/generated/scipy.stats.norm.html

(a) Pfipomente pravidlo 3o.

Reseni: Pronormalni rozdéleni: https://en.wikipedia.org/wiki/68%E2%80%9395Y%
E27,80%9399.7_rule Nebo také pravidlo 68-95-99.7 (pravdépodobnost, Ze jsme nejvys
1-2-3 ndsobek sigma od stfedni hodnoty).

(b) Pr|Z] <1]

Resend: Tabulka ndm udavé cdf tedy distribuéni funkei Fi (t) = Pr[X < t]. Mizeme
tedy psat:
Prf|Z] < 1] = Pr-1< Z < 1]
= Fx(1) = Fx(-1)
= 0.6826

(c) Pr|Z] <2]

Resend: Tabulka ndm udavé cdf tedy distribuéni funkei Fi (t) = Pr[X < t]. Mizeme
tedy psat:
Pr[|Z| <2 =Pr[-2< Z < 2]
= Fx(2) = Fx(-2)
= 0.9545

(d) Pr|Z] <3]

Resend: Tabulka ndm udavé cdf tedy distribuéni funkei Fi (t) = Pr[X < t]. Mizeme
tedy psat:
Pr[|Z] < 3] =Pr[-3< Z < 3]
=Fx(3) — Fx(-3)
= 0.9973

(e) Spocitejte to programem:

Reseni:

import scipy.stats as st

print(£'Pr[|Z] <= 1] {st.norm.cdf (1) - st.norm.cdf(-1)}")
print(£'Pr[|Z] <= 2] = {st.norm.cdf(2) - st.norm.cdf(-2)}"')
print (£'Pr[IZ] <= 3] {st.norm.cdf(3) - st.norm.cdf(-3)1}"')

# Viystup:

# Pr[|Z] <= 1] = 0.6826894921370859
# Pr[|Z] <= 2] = 0.9544997361036416
# Pr[|Z] <= 3] = 0.9973002039367398
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(f) Piepiste, co to znamend pro n.v. X ~ N(u,0?)

Reseni: Pokud X ~ N(u,0?) a polozime

pak Z ~ N(0,1). Jinak feteno

ElE)
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4. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu fx y(z,y) =e *Y pro z,y > 0 (a 0 jinak).
(a) Uréete margindlni hustoty fx, fv.

Reseni: Dle prednasky mame:
fx(z) :/ fxy(z,y) dy

tedy piSeme (pro neziporné x):
o0
fx(x) :/ e Y dy
0

(oo}
:/ e Te Y dy
0
oo
:e*w/ e Y dy
0

b
=e * lim e Y dy
b—o0 0
b
_ T -y
=¢ % lim |—e
b—oo [ ]O
=e % lim (—e_b - —e_o)
b—o0

= e_x

Obdobné fy(y) = e~ ¥ (pro nezdporné y).
(b) Urcete také distribuéni funkce Fx, Fy, Fxy.

Reseni:
Fx:R— [0, ].]
Fx(t) =Pr[X <
Fx(t)=0 (pokud ¢ < 0)
t
Fx(t) :/ e " dx
0
=1—¢"
obdobné Fy.

nyyZRXR—) [0,1]
Fxy(s,t)=Pr[X <sAY <{]
Fxy(s,t)=0 (pokud t < 0 nebo s < 0)

s t
Fxy(s,t) =/ / Ixy(z,y) dy dx
o Jo

s t
:/ efx/ e ¥ dy dx
0 0

- / e (1- ) da

0

= (1 —e_t) / e ¥ dx
0
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= (1) (1)

(c) Jsou X, Y nezavislé?

Reseni: Ano, protoze plati
Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y) (pro kazdé z,y € R)

Ekvivalentné (pokud vubec existuje hustota) muzeme fict, protoze plati fx y(z,y) =
fx(z)fy(y) pro kazdé z,y € R.
(d) Najdéte Pr[X +Y <1].
Resend: Integrujeme hustotu pfes trojihelnik s vrcholy (0,0), (1,0), (0, 1):
11—t
PriX+Y <1]= / fxy(s,t)dsdt

0
1

0
1—t
= / e 57t ds dt
o Jo

1 1—t
= e*t/ e % dsdt
0 0
1
:/ et (1 —et_l) dt
0

et—etdt

_ _ 6_1) _ e—l
=1-2/e
= 0.2642

(e) Najdéte E[X + Y.
Resend: Pouzijeme LOTUS pro funkci g(z,y) =z + y:

E[g(X,Y)] =/OOC /Ooo 9@, y) fxy(z,y) dy dz

= / / (x+y)e ™Y dyde
o Jo
=2

(pér pouziti per-partes)

(f) Najdéte Pr[X > Y].

Reseni:

PriX >Y]= /OO /00 fxv(s,t) ds dt
—oo Jt

:/ / e 7t ds dt
o Jt
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= lim e~te”t dt
b—o0 0

_ =2t /o]0

= [~e™/2]

=0.5

Coz je to, co bychom ¢ekali (jsou nezévislé a stejné rozdélené).
(g) Simulujte pfedchozi tFi body.

Resend:

import math

import numpy as np
import random

def Q_X(p):
# F X(z) =1 - e (-z)
#p=1-e(-z)
#e(-z) =1-p
# -z = In(1 - p)
#xz=-ln(1 - p)
return -math.log(1l-p)

def XQO:
return Q_X(random.random())

N = 1_000_000

d = sum(int(X() + X() <= 1) for _ in range(N)) / N
print(f'd) Pr[X+Y <= 1] = {d} (={1 - 2 / math.e})")

e = sum(X() + X() for _ in range(N)) / N
print(f'e) E[X+Y] = {e} (=2)")

f = sum(int(X() > X)) for _ in range(N)) / N
print(f'f) Pr[X>Y] = {f} (=0.5)")

# MozZny wvystup:

# d) Pr[X+Y <= 1] = 0.264357 (=0.26424111765711533)
# e) E[X+Y] = 2.000897213066276 (=2)

# f) Pr[X>Y] = 0.500149 (=0.5)
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5. Volme uniformné ndhodné bod z polokruhu o polomeéru 1, se stfedem v pocatku
a v horni poloroviné. (Uniformné znamend, Zze pravdépodobnost kazdé podmnoziny
je Gtmeérna jejimu obsahu.) Oznaéme X, Y soufadnice zvoleného bodu.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fxy.

Reseni: Hustota je véude stejna (jedn4 se o uniformni distribuci). Polokruh poloméru
1 mé plochu 7/2, tedy fxy(z,y) = 2/7 (abychom dostali pravdépodobnost rovnou
jedné).

(b) Najdéte margindlni hustotu fy a spoététe pomoci ni E[Y].

Resend: Vime, ze (pro y € [0, 1], jinak je rovnou nulova):

fr(y) = /°° fxy(z,y) dv
- /\/1y2
=4/1—y/m

2/m dx

Ted mizeme spocitat stfedni hodnotu
1
E[Y] = / yfy(y) dy
0
1
= / ydy/1 —y?/m dy
0

1

= {_3;4% (1-— y2)3/2} i (per partes)

4
T 3r
=0.4244

(c¢) Pro kontrolu spoc¢téte E[Y] pfimo (pomoci pravidla LOTUS).
Resend: Pouzijeme LOTUS pro g(x,y) = y a pocitdme to samé.
(d) Simulujte.
Reseni:
import math
import random

def rand_point():
# vract nahodny bod [-1, 1) X [0, 1)
return (2 * random.random() - 1, random.random())

def pQ:
# vract nahodny bod v terc:
X, y = rand_point ()
while x**2 + y**x2 > 1:
x, y = rand_point ()
return (x, y)
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def Y():
return p() [1]

N = 1_000_000
EY = sum(Y() for _ in range(N)) / N
print(£'ELY] = {EY} (={4 / (3 * math.pi)})")

# MozZny wvystup:
# E[Y] = 0.4241596291469348 (=0.4244131815783876)
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3.10 Cviceni

1. Mame dvé mince. Jedna je spravedlivd, na druhé pada hlava s pravdépodobnosti
Pr[hlava] = 1/4. Ale nevime kterd je kterd. Vymyslete algoritmus jak ty dvé mince
rozlisit.

e Vezmeme minci a hodime n-krat.
e Necht p je pravdépodobnost, ze padla hlava (pocet hlav déleno n).
e Pokud p > 3/8 fekneme, Ze je férova, jinak cinkla.

Ukazte, ze pro fixni konstantu ¢ € (0,1) pokud n > 321n(2/¢) nas algoritmus odpovi
spravné s pravdépodobnosti aspon 1 — .

Reseni: Pouzijeme indikatorovou veliéi}lu (X; = 1 pokud v j-tém hodé padla hlava, 0
jinak). Pouzijeme trochu obecngjsi znén{ Cernovovy nerovnosti, nez bylo na predndsce:

e necht X; € [0, 1] jsou nezdvislé ndhodné veliciny,

e nechf X =377 | X; anecht E[X] =377 E[X;] = 4,

e necht 6 € (0,1),
pak plati:

Pr[X > pu+dn] < e’
Pr[X <pu-—on| < e2nd?

e Pokud jsme hézeli férovou minci, tak pravdépodobnost chyby (fekli jsme Ze je cinkld)
jer

p=mn/2
§=1/8
Pr[X <n/2—-n/8] < e 2321n(2/€)(1/8)?
Pr[X < 3n/8] < e~ 1n(2/9)
<e/2

e Pokud jsme hézeli cinklou minci, tak pravdépodobnost chyby (fekli jsme zZe je férova)
jer

w=mn/4
§=1/8
PrX > n/d 4+ n/8] < e~232m(2/e)(1/8)?
Pr[X > 3n/8] < e~ 12(2/2)
<e/2

Pak uz staéi jen pouzit union bound Pr[AUB] = Pr[A]+Pr[B]-Pr[ANB] < Pr[A]+Pr[B].
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2. (Problém 3satnafky) Nahodné prifadime n klobouku n lidem. Oznaéime X; in-
dikator jevu .-ty ¢lovék dostal svij klobouk* a polozime X = Z:.L:l X;.

(a) Urcete E[X].

Reseni: Indikitory byvaji velice uzite¢né. Vyuzijeme linearity stfedni hodnoty (plati
i pro zdvislé ndhodné veli¢iny):

= Z E[X;] (linearita E)

(b) Urcete var(X).

Reseni: S rozptylem to nenf tak jednoduché, pokud jsou nadhodné veli¢iny nezavislé,
pak rozptyl souctu je soucet rozptyla. Ale to, jestli i-ty ¢lovék dostal svij klobouk neni
nezavislé na ostatnich. Vyzkousejme nezavislost napiiklad pro n = 2:

Pr[AN B] = Pr[A]Pr[B] (definice nezédvislosti pro jevy A, B)

v'ra Yy e R: FX,Y(xa y) = Fx(fL‘)Fy(y)
(definice nezdvislosti pro ndhodné veliciny X,Y)
Ve,y € R: Pr[X <2z AY <y] =Pr[X <z|Pr[Y <y] (pfepsané zhora)
(indikdtory Im(X;) ={0,1})

Rozepiseme tedy definici rozptylu (pokud n > 2, jinak je rozptyl nulovy):

var(X) = E[(X — E[X])%] (definice)
= E[X?] - E[X]? (véta z predndsky — snazs{ na pociténi)
= E[X? -1 (minuly bod)

=E ij + ZXin -1 (rozepiSseme sumu)
=1 i#j

=E > X+ XX;| -1 (02=0,12=1)
=1 i)

=E X;| +E ZXin -1 (linearita E)
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I
(]
=
=
2

(c¢) Urcete ox.

Reseni: Smérodatna odchylka je jednoduché, protoze vime, ze

ox =+/var(X) =1

155

(pfedchozi vysledek)

(linearita E)

(soucin indikdtoru)

(d) Pouzijte Cebysevovu nerovnost na odhad pravdépodobnosti, ze X > 3 (pro

n > 3).
Reseni: Cebyéevova nerovnost:
e Predpoklady:
— X je ndhodna veli¢ina — OK
— X ma konec¢nou stfedni hodnotu — OK
— X ma koneé¢ny rozptyl — OK

e Zaveér: pro kazdé redlné k > 0 mame

Pr(|X — p| > ko] < 1/K*

Dostévame:

Pr[X >3] =Pr[X —1>2]

=Pr[|X —1] > 2]
Pr[|X — p| > ko] =Pr[| X — 1] > 2]

<1/k?

=1/4

(e) Co by ndm fekl Markov?

Reseni: Markovova nerovnost:

(X >0)
(volme k =2/0 = 2)
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e Piedpoklady:
— X je nezaporna ndhodna veli¢ina
—a>0

e Dusledek:

E[X]

Pr[X >a] <
a

Tedy pro a = 3 bychom dostali Pr[X > 3] < 1/3, coz je slabsi odhad nez od Ceby3eva.
(f) Co by nam fekl Cernov?
Reseni: Cernovova nerovnost:
e Predpoklady:
— necht X; € [0, 1] jsou nezdvislé ndhodné veliciny,
— necht X =377, X; anecht E[X] =377, E[X;] = 4,
— necht § € (0,1),

o Dusledek (jedna moznd forma):

Pr[X > p+on] < e~ 20
Pr[X <p—dn| < e~ 2nd?

Tedy zde by nam Cernov nefekl nic, protoze nase X j nejsou nezavislé.
(g) Simulujte.

Resend:

from random import shuffle

def X(n):

1 = list(range(n))
shuffle(l)
# return number of fixzed points
fp =0
for i in range(n):

if 1[i] == 1i:

fp += 1

return fp

N = 100_000

for n in range(1l, 10):
EX = sum(X(n) for _ in range(N)) / N
print (£ 'E[X] = {EX} (=1)')

for n in range(1l, 10):
varX = sum((X(n) - 1)**2 for _
print(f'var(X) = {varX} (=1)")

in range(N)) / N
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for n in range(2, 10):
PrXgeq3 = sum(int(X(n) >= 3) for
{n}: Pr[X >= 3] = {PrXgeq3} <= {1 / 4} dle CebyZeva')

FHOR RO R W W OWH RO RE R O[T OW R R W OW ORI

S 333 3 3 3

print(f'n

MozZny vystup:

E[X] =
E[X] =
E[X] =
E[X] =
E[X] =
E[X] =
E[X] =
E[X] =
E[X] =
var(X)
var(X)
var(X)
var(X)
var(X)
var(X)
var(X)
var(X)
var(X)
n =

]
©2XPOH W

1.0 (=1)

.9997 (=1)
.00316 (=1)
.00257 (=1)
.00027 (=1)
.99754 (=1)
.0001 (=1)
.00024 (=1)
.99783 (=1)
0.0 (=1)
.0 (=1)
. 00051
.00172
00731
. 99041
.00046
.9999 (=1)
.00116 (=1)

I O kOKRNKNO

1
1
1
=1.
0
1
0

=1

: Pr(X

Pr[X
Pr[Xx
Pr[Xx
Pr[X
Pr[X
Pr[Xx
Pr[X

>=

3]

= 3]

3]
3]
3]
3]
3]
3]

(=1)
(=1)
(=1)
(=1)
(=1)

0
0
0
0
0.
0
0
0

.0 <= 0.25 dle Cebyseva

.16556 <= 0.25 dle Cebyseva
L0419 <= 0.25 dle Cebyseva
.0931 <= 0.25 dle Cebyseva
07803 <= 0.25 dle Cebyseva
.08059 <= 0.25 dle Ceby3eva
.08176 <= 0.25 dle Cebyseva
.08019 <= 0.25 dle Cebyseva

in range(N)) / N
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3. Necht X je n.v. s hustotou

z/4 prol<z<3
mm{/ P
0 jinak.

Oznaéme A jev {X > 2}.
(a) Spoctéte E[X].

Reseni: Méme hustotu, tedy pocitdme
3
E[X] = / zfx(x) dx
1

3
= / /4 dx
1

=13/6

(b) Spoctéte Pr[A].

Reseni: Méme hustotu, tedy pocitdme

Pr[A4] = Pr[X > 2]
3
:/ fx(z) dx
2
3

:/2 /4 dz

=5/8

(c) Urcete fx|a-

KAPITOLA 3. RESENI

Resend: Radsi si pripomeiime, jak se podmiiiuji ndhodné veliciny: Necht (Q, F,Pr) je
pravdépodobnostni prostor a X: 2 — R je na ném nahodna velicina a B € F je jev.

Pak

Fxp(z) =Pr[X <z |B] =

Pr[X <z A B]
Pr[B|

Fep@) =Piix <2 Bl = [ fapls) ds

Nas tedy zajima napied

Fxja(z) =Pr[X <z | X > 2]
_PriX <z AX >2

Pr[X > 2]
_ [y Ix(s) ds
5/%
_ [y s/4 ds
5/8
(22— 4)/8
5/8
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(z? —4)
5

Z toho piimo derivaci dostaneme (samoziejmné Ze jen pro z € [2, 3]):

fxja(z) = (FX\A(l"))I
=2x/5

(d) Spoctéte E[X | A].
Reseni:

B Al= [ ofxae) do

—0o0

3
:/ 222 /5 dx

2
=38/15

(e) Ozna¢me Y = X?. Spoctéte E[Y] a var(Y).
Reseni: Pouzijeme LOTUS pro g(z) = x2:

E[Y] = E[g(X)]

- / T @) fx () do (LOTUS)

— 00

3

:/ 2?2 x/4 do
1

=5

var(Y) = E[Y?] — E[Y]?

3
= / xt-x/4 do — 25 (LOTUS)
1
=91/3 - 25
=16/3

(f) Simulujte.
Reseni:
from math import sqrt
from random import random

def Q_X(p):
# F X(z) = (z°2 -1) / 8
#p=(2-1) /8
# Q_X(p) = sqrt(8*p + 1)
return sqrt(8*p + 1)
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def X(O):
return Q_X(random())

N = 1_000_000

EX = sum(X() for _ in range(N)) / N
print(f'a) E[X] = {EX} (={13/6})")

PrA = sum(int(X() >= 2) for _ in range(N)) / N
print(f'b) Pr[A] = Pr[X >= 2] = {PrA} (={5/8})")

def FXA(x):
g2 =0
1x = 0
for _ in range(N):
s = X0
if s >= 2:
g2 +=1
if s <= x:
Ix += 1
return 1lx / g2

steps = 10
for S in range(2 * steps, 3 * steps + 1):
x = S / steps
print(f'c) F_XIA({x}) = {FXA(x)} (={(x*x - 4) / 51 ")

def EXAQ):
g2 =0
mu = O
for _ in range(N):
s = XO
if s >= 2:

g2 +=
mu +=
return mu

print(f'd) E[X|A]

1
(s - mu) / g2

= {EXAQ} (={38/15}1)")

def Y():
x = X0
return x*x

EY = sum(Y() for _ in range(N)) / N
print(f'e) E[Y] = {EY} (=5)")

varY = sum((Y() - 5)**2 for _ in range(N)) / N
print(f'e) var([Y] = {var¥} (={16/3})")

# MozZny vystup:

# a) E[X] = 2.1668622681118412 (=2.1666666666666665)

#b) Pr[A] = Pr[X >= 2] = 0.624733 (=0.625)

#c) F_XIA(2.0) = 0.0 (=0.0)

# c) F_X[A(2.1) = 0.08133193103106036 (=0.08200000000000003)
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c)
c)
c)
c)
c)
c)
c)
c)
c)
d)
e)
e)

F_X|A(2.2)
F_X|A(2.3)
F_X|A(2.4)
F_X|A(2.5)
F_X|A(2.6)
F_X|A(2.7)
F_X|A(2.8)
F_X|A(2.9)
F_X|A(3.0)

E[X]A] = 2.

161

= 0.16803167959738646 (=0.16800000000000015)
= 0.25865104045919307 (=0.2579999999999998)
= 0.3523390104992631 (=0.352)

= 0.4499211948963705 (=0.45)

= 0.5506763834316044 (=0.5520000000000002)

= 0.6582086350056199 (=0.6580000000000001)

= 0.7675547000649079 (=0.7679999999999998)

= 0.8818763783141509 (=0.882)

=1.0 (=1.0)

5336850048416495 (=2.533333333333333)

E[Y] = 5.001327835687812 (=5)

var[Y] = 5.

332551093906959 (=5.333333333333333)
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4. Nechf X, Y maji sdruzenou hustotu

eV prol<z<y<oo

fxy(z,y) = {

0 jinak.
(a) Urcete podminénou hustotu fxy.
Reseni: Radsi si piipomeiime, jak se podminuji ndhodné veliciny: Necht (Q, F, Pr) je

pravdépodobnostni prostor a X: 2 — R je na ném ndhodné veli¢ina a B € F je jev.
Pak

Pr[X <z A B]
Pr[B]

Fxp(@) = Piix <2 8= [ fanls) ds

Fxp(r) =Pr[X <z |B]=

Taky si vzpomenme, ze X < z je jev piimo z definice ndhodné veli¢iny:

{weQ| X(w)<z}eF

TakZe ted uZ snad docela ddv4 smysl:

fX,Y(CE, y)
fy(y)

takze specialné tohle bere dvé ¢isla a vraci jedno!

Ixpy (@ ]y) = (pokud fy(y) > 0, jinak nedefinovand)

Tedy hustota je definovana jen pro y > 0:

_ fxy(@y)
fxiy(@|y) = (@)

6721
B foy fX,Y(xvy) dx
e_y
N Jo e da

e Y

e~ Y

<< IRk

Coz davé smysl, ze X je uniformni (sdruzend hustota na x nezavisi).
(b) Urcete podminénou hustotu fyx.
Reseni: Tedy hustota je definovans jen pro = > 0 a navic y > z:

frix(ylz) = J“Xfi_((f;)y)

e Y

N f;o fX,Y(CE,y) dy

67y

T [Tedy

e Y

= e
= 67y+w

Coz opét ddva smysl, protoze pokud zafixujeme X = 10, pak Im(Y) = (10, c0).
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5.V memech na discordu se objevuji pouze tyto typy memu: s opicemi — jev
M, s kraby — jev C, ostatni — jev O. Nékteré z nich jsou ve velkém rozliSeni —
jev HD. Formalné () jsou memy a jev M je podmnoZina memu na kterych je
opice, ...Navic plati Ze na kazdém memu je pravé jedna z téch véci Q = MUCUO
(disjunktni sjednoceni — tedy Q = M UCUO a navic MNC=MNO=CNO =0).

e Pr[M]=1/4
e Pr[C] =3/44
e Pr[0] =15/22

e Pr[HD | M]=1/11

e Pr[HD | C] =13/15

e Pr[HD | 0] =9/15

Napsal jsem si program, ktery mi jako wallpaper nastavi nadhodny meme, ktery
je ve velkém rozliSeni. Jaka je pravdépodobnost, ze mam jako wallpaper kraba?

Reseni: Protoze na memu je bud opice, nebo krab, nebo néco jiného (nikdy na memu
nejsou dva nebo vic z nich a na kazdém memu néco je), tedy tyto kategorie tvoii disjunktni
rozklad pravdépodobnostniho prostoru. Muzeme pouzit Bayesovu vétu:

Pr[C|Pr[HD | C]
Pr[M|Pr[HD | M)+ Pr[C|Pr[HD | C] + Pr[O] Pr[HD | O]
(3/44)(13/15)
(1/2)(1/11) + (3/44)(13/15) + (15/22)(9/15)
— 13/108

Pr[C' | HD] =

Srovnejte tilohu s nasledujici (¢isla jsou stejnd, jen presné znédte pocty): za posledni tyden tam
byly néasledujici memy, vSechny jsem stahl a program vybira wallpaper s velkym rozlisSenim
z mého adresére:

e 55 memu opic, 5 z nich je ve velkém rozliseni
e 15 memu krabt, 13 z nich je ve velkém rozlisen{
e 150 ostatnich, 90 z nich je ve velkém rozliseni

Pouceni: kdyz premyslite o Bayesové vété, napiste si konkrétni ¢isla!
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6. Necht U ~ U(-1,1). Polozme V = 2|U| — 1.

(a) Urécete rozdéleni V. (Tj. spoététe distribucni funkci a pfipadné popiste, o

jaké pojmenované rozdéleni se jedn4.)

Resent

e Protoze U je uniformni a symetricka okolo nuly, pak |U]| je taky uniformni, konkrétné
U(0,1).

e Dvakrét uniformni veli¢ina nam da U(0, 2).

e Odectenim jedné posuneme, tedy vysledek je rozdélen jako U(—1,1) (tedy jako
nase puvodni veli¢ina).

Mohli jsme piimo pocitat distribuéni funkei:
D —(z+1)/2 ze(-1,1)

FU(Z'): 1 .’1721
r<—1

o

(b) Spoctete cov(U,V).

(c)

(d)

Reseni:
cov(U, V) = E[(U — E[U])(V — E[V])] (definice)
= E[UV] - E[U]E[V] (véta)
— E[UV] -0
— BUU| - 1)
= E[2U|U| - U]
= E[ U)] (LOTUS, g(u) = 2ulu| —u)

19( )fu(t) dt
1 g(t)/Q dt
1

(2u|u\ —u)/2 dt

Il
O\\\

(vsimnéte si, ze g(u) = —g(—u))

Jsou U, V nezavislé?
Reseni: Nikoliv, pokud U = u, pak V = 2|u| — 1, tedy jedna pFesné ur¢uje druhou.

Pro nezavislé ndhodné veli¢iny je jejich kovariance nulova, ale opa¢nd implikace ne-
plati.

Simulujte.
Reseni:
from random import random

def U(omega):
return 2 * omega - 1
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def V(omega) :
return 2 * abs(U(omega)) - 1

def F(X, x, N = 1_000_000) :

return sum(int(X(random()) <= x) for _ in range(N)) / N

steps = 10

for S in range(-1 * steps, 1 * steps + 1):
x = S / steps
print(f'a) F_.U{x}) = {F(U, x)} = {F(V, x)} = F_.V({x}) =&+1/2H")

def cov(X, Y, N = 1_000_000):
EX = sum(X(random()) for _ in range(N)) / N
EY = sum(Y(random()) for _ in range(N)) / N
# cov(X, Y) = E[(X - EX)*x(Y - EY)] = E[X*Y] - EX*EY
covXY = 0.0
for n in range(l, N+1):
omega = random()
covXY += ((X(omega) - EX)*(Y(omega) - EY) - covXY) / n
return covXY

print(£'b) cov(U, V) = {cov(U, N} (=0)"')

# MozZny wvystup:

#a) FU(-1.0) = 0.0 = 0.0 = F_V(-1.0) (=0.0)

# a) F_U(-0.9) = 0.049899 = 0.049737 = F_V(-0.9) (=0.04999999999999999)
# a) F_U(-0.8) = 0.100135 = 0.100227 = F_V(-0.8) (=0.09999999999999998)
# a) F_U-0.7) = 0.149643 = 0.149651 = F_V(-0.7) (=0.15000000000000002)
# a) F_U(-0.6) = 0.200602 = 0.200123 = F_V(-0.6) (=0.2)

# a) F_U(-0.5) = 0.250112 = 0.250007 = F_V(-0.5) (=0.25)

# a) F_U(-0.4) = 0.300192 = 0.299649 = F_V(-0.4) (=0.3)

# a) F_U(-0.3) = 0.349962 = 0.349825 = F_V(-0.3) (=0.35)

# a) F_U(-0.2) = 0.399809 = 0.400493 = F_V(-0.2) (=0.4)

#a) FU(-0.1) = 0.449575 = 0.449717 = F_V(-0.1) (=0.45)

# a) F_U(0.0) = 0.499824 = 0.499518 = F_V(0.0) (=0.5)

# a) F_U(0.1) = 0.548915 = 0.550328 = F_V(0.1) (=0.55)

# a) F_U(0.2) = 0.599676 = 0.600496 = F_V(0.2) (=0.6)

# a) F.U(.3) = 0.649753 = 0.649714 = F_V(0.3) (=0.65)

# a) F_U(0.4) = 0.699602 = 0.699844 = F_V(0.4) (=0.7)

# a) F_U(0.5) = 0.749851 = 0.749906 = F_V(0.5) (=0.75)

# a) F_U(0.6) = 0.799615 = 0.799874 = F_V(0.6) (=0.8)

# a) F_U(0.7) = 0.850289 = 0.850031 = F_V(0.7) (=0.85)

# a) F_U(0.8) = 0.900087 = 0.899764 = F_V(0.8) (=0.9)

# a) F_U0.9) = 0.949534 = 0.949907 = F_V(0.9) (=0.95)

#a) FU(1.0) =1.0=1.0 =F_V(1.0) (=1.0)

# b) cou(U, V) = -0.0002382489639495386 (=0)

Sz k«o:\* U:"\*Q’:\*m . «Zt: .9
X = 2 X X, = = ((P"D(az‘_\ "12)

.
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3.11 Cviceni

1. Oznacme S = Ziozo (120). Oznac¢me déle X = 2}201 Xi, kde X; je £1 s pravdépodobnosti
1/2 a veliéiny X, ..., X,, jsou nezavislé.

(a) Vyjadrete S pomoci vhodné pravdépodobnosti vyroku o X.
Reseni: Pokud nejvys 30z velicin X; padne kladnych, pak méame jejich soucet
nejvys —40. Viimneme si, ze pokud bychom tu sumu vydélili 2!%°, pak bychom do-
stall pravdépodobnost, ze nejvys 30 z velicin X; padne kladnych.

30 100
S — k:O(k):PI‘[XS—40]

9100 9100
XNo-QJ-wQ:a, N

(b) Pouzijte CLV na odhad této pravdépodobnosti.

A
Reseni: Napred si piipomeneme centraln{ limitni vétu: Predpoklady:

o Xi,...,X, jsou stejné rozdélené nezavislé ndhodné veli¢iny se stiedni hodnotou p
a rozptylem o2. w N -
= .
e Znatme Y, = (X1 + ...+ X,,) —nu)/ (ﬁU)Q»A >l ~J MLO\ ’\\
. T ——— ’vw (47N
Disledek: ~

oY, 4N (0,1) tedy Y;, konverguje k normdlnimu rozdeéleni v distribuci (pro vétsi a
vétsi n)
e Ekvivalentné: pokud F), je distribu¢ni funkce Y,,, pak
lim F,(z) = ®(z) (pro kazdé = € R)
n—oo

Je super, ze nam CLV fikd, ze muzeme odhadnout distribuéni funkci pomoci tabulek
(softwaru). Vime, ze X je soucet stejné rozdélenych nezdvislych ndhodnych veli¢in se
stfedn{ hodnotou p = 0 a rozptylem o2 = 1. Tedy Y,, = X//n je skoro normalné
rozdélené. Muzeme tedy dosadit: E D XA

-\ = 9
S = 2190 pr[X < —40] N < ?‘3 - A\ =
>/ x— © = 2100 pyy < 4] L> ({a\u‘zduynrrg}n@kon\%g%i pro \%E)é(n) /‘
M

R T = 2100.3.167/10°
=4.015-10%
N\ N

(c¢) Piipadné vycislete S vhodnym softwarem a srovnejte.
Reseni:
import scipy.stats as st
import scipy.s ecia@js sp
. (-4
clv = int(2**100 * st.norm.cdf(-4))
exact = sum(sp.comb(100, k, exact=True) for k in range(31))

print (clv)
print (exact)

# Vysledek:
# 40148068719727803203846144
# 49756171168061176633478360

—— ~
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2. Necht X, pro 1 < j < n jsou nezévislé ndhodné veli¢iny, pro které plati Pr[X, =
2/3] = 1/2 a Pr[X; = 0] = 1/2 (jinych hodnot ty veli¢iny nenabyvaji). Necht
X = Z?Zl X; je ndhodna veli¢ina rovna jejich sou¢tu. V kazdém bodé pouzijte tu
konkrétni verzi odhadu, kterou jsem napsal (ne ze by jiné nefungovaly). Chceme
shora odhadnout Pr[X > n/2]

(a) Urcete E[X] (Jaky poznatek pouzivate? Jaké ma predpoklady?)
Reseni:

n

EX]=E|) X,
——— j=1

Z E [X;] (linearita stfedn{ hodnoty)
j=1 /WN\

=n/3

(b) Urcete var(X) (Jaky poznatek pouzivite? Jaké ma predpoklady?)
Reseni: Pro nezévislé plati var(X +Y) = var(X) + var(Y).

var(X) = var ZXj
j=1

var(X;) (nezévislost) l

(c) Jak [[Tr[X > n/2] odhadne Markov!? (Jsou splnény piedpoklady? Jaky je
zdvér?) Markovova nerovnost:

e Predpoklady:
___/\
— X je nezaporna nahodna veli¢ina \/

—_
— a > 0 je realné cislo

e Dusledek:

E[X]

Pr[X >a] <
/

Reseni: Muzeme pouzit Markova,‘@

Pr[X >n/2] < Z—g<

=2/3
1

(d) Jak Pr[X > n/2] odhadne Cebysev? (Jsou splnény piedpoklady? Jaky je
zavér?) Cebysevova nerovnost:
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e Piedpoklady:
/ — X je ndhodn4 veli¢ina /

— X ma konec¢nou stiedni hodnotu /

\ “
— X ma konecny rozptyl V4 ’\
e

e Zavér: pro kazdé redlné k > 0 mame_ 0Pt o\

Pr[|X — p| > ko] < 1/k?

——
Reseni: Nevim jak pouzit, kdyz ZVOHHIG‘EO’ = n/6, tak odhadujeme
A
Pr[X <n/6VX >n/2 é gi

coz neni to, na co jsme se ptali a museli bychom napred jesté néjak odhadnout Pr[X <
n/6] a pouzit union bound.

(e) Jak Pr[X > n/2] odhadne Cernov? (Jsou splnény piedpoklady? Jaky je

zavér?) Cernovova nerovnost:
e Piedpoklady:
— necht X; € [0, 1] jsou nezavislé ndhodné veliciny, \/
— necht X =377 | X; a necht IE[X']_: > E[XG] = p, \/
— necht 6 € (0,1), a~ QL

e Zaveér:
Pr[X > p+dn| < e 2nd?
Pr[X <p—on] < e~ 2nd”

5=1/6 € (O\ I\\
Pr[X > p+on| < 2o
P Xz 3+ 6 S —2n(1/6)2
(X 2 /34 /6] < ¢ . L
Pr[X >n/2] < e~ /18 va\.«.’o"‘"’ ra
— A

(f) Jak Pr[X > n/2] odhadne centrdlni limitni véta? (Jsou splnény pfedpoklady?
Jaky je zavér?) Centrdlni limitni véta: Predpoklady:

e Xi,...,X, jsou stejné rozdélené nezavislé niahodné veliCiny se stiedni
hodnotou E[X;] = i a rozptylem var(X;) = 0? (pozor, tady mluvime o
Xj). —

f
e Znaéme Y, = (X1 + ...+ X,,) —nu) / (/no)
Disledek:

oY, 4, N(0,1) tedy Y,, konverguje k normalnimu rozdéleni v distribuci (pro
vétsi a vétsi n)
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e Ekvivalentné: pokud Fj, je distribué¢ni funkce Y,,, pak

lim F,(z) = ®(z)

n—oo

169

(pro kazdé = € R)

Mize se hodit scipy.stats.norm.cdf nebo tabulky na Wikipedii. Pozor, ze
toto je odhad, ktery ma platit v limité, nikoliv pro kazdé n.

Res

eni: Predpoklady splnény.

Pr[X >n/2] =Pr[X —n/3 > n/6]

= Pr[(X —n/3)/(v/n/9) = n/(6Vn/9)]

— Pr[(X —n/3)/(/9) > 3V7/2]

=1-2(3vn/2)

(v limité pro velké n)

(g) Simulujte a porovnejte vysledek simulace s pfedchozimi zdvéry. Simulujte a

porovnejte s odhady pro: n € {1,2,3,4,5,10, 20, 30,40, 50}.

Reseni:

import math
from random import choice
import scipy.stats as st

def

def

def

def

for

X(n = 1):

return sum(choice([2/3, 0]) for _ in range(n))

Markov(n) :
return 2/3

— %
Cernof (n) : Q.
return math.exp(-n / 18)

CLV(n):

return 1 - st.norm.cdf(3 * math.sqrt(n) / 2)
e e — ————

100_000
Mm = “‘Z\Sl LAY go
n in [1, 2, 3, 4, 5, 10, 20, 30, 40, 50]:
print(f'{n}:")
P = sum(int(X(n) >= n/2) for _ in range(N)) / N
print (f'Markov: {P} <= {Markov(n)}')
print (f'Cernov: {P} <= {Cernof(n)}')
print (f'CLV: {P} <= {CLV()}")

print('")

# MozZny vystup:

# 1= on 9
# Markov: 0.50037 <= 0.6666666666666666 <=
# Cernov: 0.50037 <= -0'._—2259594689067654

# CLV: 0.50037 & 0.06680720126885809

:—*—:7—

f\_tn,s(n@"-m
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2:

H R R R

CLV:

3:

H R R R

CLV:

4:

H R R R

CLV:

5:

®H R R R

CLV:

10:
-

H R R R

CLV:

20:

H R R R

CLV:

30:

H R R R

CLV:

40:

B OWH R R

CLV:

50:
Markov:
Cernov:
CLV:

B OW R R

Markov:
Cernov:

Markov:
Cernov:

Markov:
Cernov:

Markov:
Cernov:

Markov:
Cernov:

Markowv:
Cernov:

Markowv:
Cernov:

Markowv:
Cernov:

S

S O

S O

S O

S O

S O

S O

S O

S

. 25298
. 25298
. 25298

. 12359
. 12359
. 12359

.31127
.31127
.31127

.18931
.18931
.18931

.05388
.05388
. 05388

.00582
.00582
.00582

.00276
.00276
. 00276

S O O

S O O

0.
0.57.
= 1.

0.
0.

. 6666666666666666
. 8948393168143698
. 01694742676234462

. 6666666666666666
. 8464817248906141
. 004687384229717484

.6666666666666666
.8007374029168081
.0013498980316301035

.6666666666666666
.7574651283969664
.0003981150787953913

6666666666666666
375634207374327
050717977957305e-06

6666666666666666
32919298780790557

<= 9.851675031313789e-12

<
<=

0.
0.
2. 1.1102230246251565e-16

6666666666666666
18887560283756183

.0012 <= 0.6666666666666666
.0012 <— 0.10836802322189586
L0012 <= 0_0 "
.00011 <= 0.6666666666666666
.00011 <= 0.06217652402211632
.00011 €=0.0

a—
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3. Mame k dispozici samply Xi,... Xy kde;X ~ Bin(n p\AIe my nezname ani n
ani p.

Prakticky piiklad: y oy "%\ o~ LM r'\

[

e Na parapetu mam N = 50 kvétinaca o &Q\
e Vim, Ze jsem do kazdého kvétinice nasypal stejné seminek (do kazdého n),
ale uz jsem zapomnél kolik t6 bylo: — — =

e Nevim s jakou pravdépodobnosti p které seminko vykli¢i (pfedpoklddam ze
Py s . o S e, —— —— —
vykli¢i nezavisle ndhodné na ostatnich).
J

e Ale vim kolik mi v kterém kvétina¢i vyrostlo rostlinek X; v j-tém kvétinaéi.

Takze mam X;,..., Xy vybér z modelu s parametrem 9 (zde 9 je (n,p)). Pouzijte
metodu momenta k odhadu n,p. T

Reseni: 7 prednésky vime, ze pokud X-AN Bin(n,p), pak plati:

E[,X:)] =np ; <

¢o o
| g
My médme jednotlivd méfeni (pocty rostlinek v jednotlivych kvétindcic
S omtat vybérové moment to jsou ta ¢islay kterd skuteéné sppéteme z tHho n
p vy y (to ] eré  sppcteme 2

nmn_ainuﬁbwsw h) (f\ x- S

uzeme tedy

mwenéh?):
Lo

A" ‘70 MM - = X
Uy - B e |
A A = :) X 2. MW“"”J'
—\6’0 = ",G_ 7 prednasky vime, Zze mj je nestranny kohzwténtnl odhad pro E[X] a navic m

nestranny konzistentn{ odhad d pro var(X) + E| X;‘] Takze méame s;)ué\tavu rovnic: |

-—L’ -3‘ J’\ 'AM e m °M1 a \ M\_’_{_’___,)
N —m? = 1—p) = — np? MA ! -
4 VoL ooklusl @z mi =np(l —p) =np—np 'Z—MM

\

A ]
—_— penos P
'S ziskavame tedy

7 ¢ehoz

import numpy as np

U L """LQM

# Parametry, které nezname:
(Z n = 30 # seminek [~ e

( . -yt
. N Zp: 0.6 # klicivost & es~ ana c@-ewud M\'“A\M M‘r‘-aAe

return np.random.binomial(n, p, N)

N 5o

(25,0, 9y 228 e
o /_N Md_’_e\’_ APAS AN

W_ﬁs& NAS ob\Ou»C\M""
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\
for _ in range(5): nDs o ks G x
parapet = X()
m_1 = np.mean(parapet) # (sum X_j) / N

m_2 = np.mean(parapet ** 2)

# Vime:

# E[X] =

# var(X) = E[X"2] - (E[X])"2 =

= (m_1#*2 + m_1 - m_2) / m_1
=m1l/p

L6, 22

print (f'Nas

odhad: n = {n}, p =

{p}

# (sum X_5°2) / N

m2 - m1°2 = np(1-p)

2

(m_1 = {m_1}, m_2 =

# MoZny vystup: o= 50

F= 0.6

m_2H")

# Nd3 odhad: n = 24.381573646533926, p = 0.7275986471251379 (m_1 = 17.74, m_2 = 319.54)
# Nd3 odhad: n = 28.546122448979588, p = 0.6550802139037434 (m_1 = 18.7, m_2 = 356.14)
# Nds odhad: n = 28.21872316060683, p = 0.6293693693693716 (m_1 = 17.76, m_2 = 322.0)
# N5 odhad: n = 26.157536008230462, p = 0.6896674057649664 (m_1 = 18.04, m_2 = 331.04)
# Nd5 odhad: n = 26.61048046462501, p = 0.674922048997776 (m_1 = 17.96, m_2 = 328.4)
Co mi na tomto pifstupu vadi je, ze mi sice d4 odhad (ktery je celkem dobry), ale neda

mi zadnou zaruku. Chtél bych spis néco jako ty parametry jsou v tomhle rozmezi s velikou

pravdépodobnosti — intervalovy odhad.
,—x-—\—— leﬁ,Qe
o &

2 099

L LR T\ WY AT

4

M

ka Q'-s\rmbsok&‘dmbmx—\&&/

Vg Qo b Dot

M



[ R
>
o] ®
(]
JO
i
)
><
)
ol
1
e
AE

3.11. 11. CVICENI 173
Ao

4. Po mirném zklamani v piedchozim piikladé jsme se rozhodli aspon zjistit
klicivost. Zasadili jsme tedy n = 100 seminek do takového toho platicka 10 x 10
kvetinackia. Za par tydnid nam néktera vyklicila, X, je indikator, jestli j-té
seminko vykli¢ilo. Pomoci maximalni vérohodnosti odhadnéte klicivost p.

. MAASA AN AN AN
Reseni: Slovnicek D/ 1

e Budeme pozorovat ndhodny vybér X = (X3, Xs,...,X,) kde X; ~ Bern(p), tedy
I=p b 3 &5 prvranidm Qo STl et
e Mozny vysledek je x = (xol, :}2, S .‘, nj (kterd seminka skuteéné vyklicila a kterd ne)

: v . ) .
e Vérohodnost, likelyhood L(x;9) = Pr[X | 9] (pro fixni parametr ndm fekne jak
pravdépodobné je vidét nds pozorovany vysledek)

e Metoda maximélni vérohodnosti: volime takovy parametr ¢, ze pravdépodobnost po-
zorovani x je co nejvétéﬂ

Diky nezavislosti X; piSeme

[P (5L 0) = Prlwy | 9]+ Prfay, | 9] = I, Pra; | 9]

Q,.,ab—‘; =5 (x;9) = log(Prlxy [ 9]) + ... +log(Pr[z, | 9]) = ) log(Prlz; | ¥])

j=1

To druhé je lepsi, protoze soucet se muze optimalizovat snéz (obcas).

Protoze X; ~ Bern(p), tak vime, ze

—

-
Prl|p]=p
L 1
PO p] =1 p x =0 ¥
——— 6
Prlz; | p| =p™ (1 — p)(l_wﬂ') (trik, ktery pomuze s optimalizaci)

Budeme optimalizovat rovnou ten soucin, protoze muzeme:

’ .
z - =
e DT A AR e (5 =550 2))
g ,\ < N‘F‘unk e je hezka, \l,ioukneme kde je jeji derivace podle p nulova a tam muze byt optimum:
. \ % 7
N Rl

8 - o L) = (1= (5 = Sy )
v e N\ =51 -p)" - pS(n—8) 1 —p)" 5!
o =1-p" ¥ pTL(S(1-p) - (n-%p) =

coz je nulové pro p = 0 pro p = 1 nebo pro 0 = S — Sp — np + Sp, coz dévd p = S/n.

7 vlastnosti funkce nahlédneme, Ze to posledni je maximum. %
‘e e s Poznamka: ano, mohli jsme znova z vétsich kvétinacu odhadovat oboji n, p, ale mé se nechtélo
\ J \/l derivovat gamma funkci. =

Lx ) AN AR s

1Tady nés nezajimé ta pravdépodobnost, ale ¥. Akorat volimie.tu nejpravdépodobnéjsi 9.
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g M 0\+j'aa"

= 0.004
o= O PrL<pu<Ul>1-a yvfdoww-bi‘/
b___’___—/‘g
l‘_% ('Dle prednéasky volime 3
T et (Gume Xow D)
[N (m-
popebtgings = Ao/ ey S Mo,
e Odpovidame intervalem [fi — z, /2 \/n,u—i—za/g \/_] :3'\ / 1\

h . , « Y . v ™M Q/W.E )
Experimentalné ovéiime: wye 3 X "(“Q‘b
import math O./"/M N - Zl-q i
import numpy as np Er &)\ n ‘\)
import scipy.stats as st \ I o

o~ oL
def interval est(;\g’ mpf alpha = 0.01): NN L&L X\ °‘- o>
mu = np.mean(x) JPB P
z = st.norm.ppf (1 - (alpha / 2)) QUWANTIL W (- o Yz
delta = z * sigma / math.sqrt(x.shape[0])
return (mu - delta, mu + delta)
N = 10_000
alpha = 0.01 )
“inside = 0 -:&Qo‘eawéam ae J'u£.o
for i in range(N):
mu = 180 me.{l,,\
sigma = 7
n = 100 \f

//%-6;;5';\5 ?n%eg;b;ﬁ“‘a“
e
Aot oo el % B u*“‘“"ﬂ o
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5. (inéme smérodatnou odchylku o, ale nezndme stiedni hodnotu 1, Mame n = 100
samplii X1, ..., X, kazdy nezavisly a X; ~ N(u,c?). Jako chybovost volme a = 0.01.
Ovéite, ze intervalovy odhad funguje dobre. *

Reseni: Ch%gme‘(in%erval [L, U] takovy, ze

—

174

mandom.normal(mu, sigma, n)NMuQ\. W
interval = interval_est(x, 51gma alpha) MW\ dv\ _lé .,o&OuMm&
if i > N - 6: =
print(interval)\")m ™
if interval[0] <= mu <= intervall[1]: Lléd\'\ L A

inside += 1
print(f'Prodhad mu je v intervalu] = {inside / N} >= {1 - alphal}')

MozZny vystup:

(177. 3449942031492, 180.95115522811767)

(178.75897965020843, 182.3651406751769)

(177.37789102873765, 180.9840520537061) ‘ 3
(178.85582072289046, 182.4619817/78589) > Ay __“
(177.22390884109217, 180.83006986606063) &—‘80
Prlodhad mu je v intervalul] = 0.9904 >= 0.99

— ——

Co vam na tomto prikladé bytostné vadi?
- )
Reseni: Nezname stfedni hodnotu é pokousime se ji odhadnout, ale zato naprosto presné

zname rozptyl. To je blbost, proto potiebujeme studentovo rozdéleni.

HOW R R R R R
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6. William Sealy Gosset pracoval pro nejmenovany pivovar v Dublinu a zajimaly ho
malé samply (tfeba tii samply), protoze odhadoval kvalitu piva a samply byly
drahé. Zkuste to predchozi se studentovym rozdélenim. Tedy mame nezavislé
ndhodné proménné X;,..., X, kde X; ~ N(y, 0?), ale nezname ani st¥edni hodnotu
ani rozptyl (reilna situace) a chceme intervaiem odhadnout stredni hodnotu (ta
je Casto ta zajimaveéjsi). —— —

Reseni: Chceme interval [L, U] takovy, zZe

PrliL,<pu<U]l>1-a
Dle predndsky volime Xé }J"MS’“
o 7l= %2?21 X; (vybérovy prumer)
o7’ =L 27:1({']_ —1)? (vybérovy rozptyl, viimnéte si nz—l)_
oVimeZe:F\‘—',‘\}"’_'—"}ﬂ_ N"\-"" PV | n}vx};:.
L N(0,1) reback

pozor na to, co jsou ¢isla a co nahodne promeénné:

— u je ¢islo, parametr modelu ktery nezndme
S —————

— 0 je Cislo, parametr modelu ktery nezndme
/

— [ je néhodnji veli¢ina, prumér ndhodnych velicin, jejichz hodnoty pozorujeme V—M"‘l\ﬂ"\
— 72 je ndhodnd Veliﬁ:a, nas odhad rozptylu -Q_N\‘L.\, -
— -n7je pocet samplu, ten zndme X2 AN @O

Déle vime, ze: e

-.1,J.ZZb~‘-
/ AMZAA an.a\—-ﬂ s

\/ \/\_/ ~ L
je rozdélena dle studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti (obdobny duvod n — 1
jako ve W@). Prakticky vypadd studentovo a normélni rozdéleni dost

podobng, ale studentovo mé o néco vic pravdépodobné extrémni hodnoty. Cim vic
stupiiu volnosti mé studentovo, tim je podobnéjsi normalnimu. —~

® 2,2 = t.ppf(l — a/2) @MLQ (ax—wo‘w—:r O(ﬁ
e Odpoviddme intervalem [fi — z4 /2 \/—,‘LL+ZQ/2\/_ w\& V

Experimentalné ovéiime:

import math
import numpy as np N

import scipy.stats as st I
def interval_est(x, alpha = 0.01):
mu = np.mean (%) ™ X 6{. D QQ"“&\B

sigma = np.std(x, ddof=1) / # déli n-1
# stud;gntovo rozdélent misto norm, n-1 stupfu volnostse
z = st7t.ppf (1 - (alpha / 2), df=x.shapel[0]-1)

- 4——'\_“ - r"‘,ml‘. : -
delta = z * sigma / math.sqrt(x.shape[0]) ~_— AL“\V‘“"‘ o l(

—.h-’ [\return (mu - delta, mu + delta)
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N

= 10_000

alpha = 0.01
inside = 0

for i in range(N): )

mu = 180

. } W
sigma = 7

KAPITOLA 3. RESENI

° X
o= 100 —BM ‘_‘)Q/«\&-wx1l-.’., o~

x = np.random.normal (mu, sigma, n) /=

interval = interval_est(x, alpha)

if i >N - 6: =
print(interval)

if interval[0] <= mu <= intervallil]:
inside += 1

)(A‘V hd(d~“ STDS

print (f'Prlodhad mu je v intervalu] = {inside / N} >= {1 - alphal}')

#
#
#
#
#
#
#

Mozny vystup:

(179.56885043263986, 183.0187306219168)
(178.78350329833617, 182.60262157104628)
(178.31609435918605, 181.84659174973618)
(177.56923048935607, 181.38718494483516)

(178. 1977221926624, 181.49228846237418)
Pr[odhad mu je v intervalu] = 0.9913 >= 0.99

PN —
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7. Po casteéném uspéchu v urcovani kli¢ivosti chceme mit jesté lepsi predstavu
o skuteéné hodnoté. Misto bodového odhadu (o kterém nevime jak daleko je
pravdé) chceme intervalovy odhad (s pravdépodobnosti 99% se trefime interva-
lem okolo spravné hodnoty). Zasadili jsme tedy n = 100 seminek do takového
toho platicka 10 x 10 kvétinackd. Za par tydnt nam néktera vyklicila, X; je in-
dikator, jestli j-té seminko vyklicilo. Pomoci intervalového odhadu odhadnéte
kli¢ivost p.

(a) Co kdybychom chtéli odhadovat pomoci normélniho rozdéleni? Tedy kdy-
bychom méli rozptyl, ale chtéli odhadnout stfedni hodnotu (tedy pro in-
dikator Pr[X; = 1])?

Resend: Tak bychom nepotiebovali pozorovani, protoze var(X i) =p(1 —p), z cehoz
dopocitame p a jdeme domu.

(b) Pouzijte centrilni limitni vétu a tedy studentovo rozdéleni na odhad pro
a = 0.01.

Resend: Podle centralni limitni véty (indikdtory jsou nezavislé a stejné distribuované)
sice plati, ze pocet seminek kterd vykli¢i bude zhruba rozdéleny jako N(100p, 100p(1 —
p)), ale to je jen jeden sample (jedno pozorovéni). My ale budeme lIstivi. Rozdélime
kvétinacky na deset fadek po deseti seminkdch. Kazdy fadek je binomicky rozdéleny
podle

Binom(10, p),

ale podle centralni limitni véty se tohle limitné blizi k

protoze 10 uz je pomérné velké ¢islo. Tedy mame deset samplu, které jsou jakz takz
normalné rozdélené, takze muzeme pouzit studentovo rozdéleni.

import math
import numpy as np
import scipy.stats as st

def interval_est(x, alpha = 0.01):
mu = np.mean(x)
sigma = np.std(x, ddof=1) # déli n-1
# studentovo rozdéleni misto norm, n—1 stupmi volnostt
z = st.t.ppf(1 - (alpha / 2), df=x.shapel[0]-1)
delta = z * sigma / math.sqrt(x.shape[0])
return (mu - delta, mu + delta)

N = 10_000
alpha = 0.01
inside = 0

for i in range(N):
p=20.6
# Spo&itdme kolik wvykliCilo v kaZdém vddku, budeme doufat,
# Ze n=10 bude pro centrdlni limitni vétu stacit.
seminek_v_radku = 10
pocet_radku = 10
x = np.random.binomial (seminek_v_radku, p, pocet_radku)
interval = interval_est(x, alpha)
if 1 > N - 6:
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print(interval)
if interval[0] <= seminek_v_radku * p <= interval[l]:
inside += 1

print (f'Prlodhad p je v intervalu] = {inside / N} >= {1 - alphal}')

# Mozny vystup (pozor, Ze tohle jsou odhady 10p):
(3.6417708221235996, 7.758229177876401)
(4.610738262339158, 7.589261737660841)
(5.164187640334102, 8.235812359665898)
(5.633273333292907, 7.966726666707093)
(5.138608155893622, 7.261391844106378)

# Pr[odhad p je v intervalu] = 0.9903 >= 0.99

HOWHORR R



