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Tento text neni urcen k $iteni. VSechny chyby v tomto textu jsou samoziejmé zamérné. Reportujte
je prosim na adresu kralka@iuuk.mff.cuni....
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Kapitola 1

Zadani

1.1 Cviceni

1. Uvodnf informace:
(a) Slysite me vsichni dobfe?
(b) Literatura.
(c) Pravidla zdpoctu (doméci tkoly).
Regent: |I|
2. Jak se generuje ndhoda programem.
e Python3
o C++
e R
Resent:
3. Pripomente si definici pravdépodobnostniho prostoru (Definice [2.1)). Urcete, co je
e mnoZina elementdrnich jevi (sample space), tedy mnozina €2,
e prostor jevi (event space), tedy mnozina F C P(£2),
e pravdépodobnost (probability), tedy funkce Pr: F — [0, 1]
pro nésledujici priklady:

(a) Hod spravedlivou alkoholovou trojhrannou tuzkou (neni to kostka kvili popisu prostoru
jevia):

import random

drink = random.choice([
"svétlé pivo",
"tmavé pivo",
"slivovice",

D
(b) Uniformné ndhodné &islo z intervalu [0, 1).

import random
print (random.random())
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Regent: E|
. Dokazte, ze Pr[AU B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[A N BJ.
Regent: |Z|

. Zopakujte si zdkladni kombinatoriku:

Kolik je ruznych permutaci mnoziny {4, B, C'}?

e Kolik ruznych slov sklddajicich se z pismen {A, B} mé délku 37

e Kolik ruznych podmnozin mnoziny {4, B, C, D, E} m4 velikost 37

e Kolik ruznych kombinaci s opakovanim z mnoziny {A, B, C, D, E} velikosti 3?
Resent:

. Jaka je pravdépodobnost, ze pfi hodu Sesti rozlisitelnych spravedlivych Sestisténnych kostek
padnou aspon na tiech kostkach aspon tfi? Jaky je mnozina elementarnich jevi, prostor jeva
a pravdépodobnost?

Resent: EI

. Nechf Q jsou vSechny permutace prvnich 100 pfirozenych &fsel, prostor jevi jsou vSechny
podmnoziny 2 a kazdy elementdrni jev je stejné pravdépodobny. Ozna¢me jev A; ze ndhodné
zvolend permutace m € ) splituje () = j (pro 1 < j < 100). Jsou A;, Ay nezdvislé jevy?

Regenf: El

. Kazdy obdélnik na obrézku je soucastka, kterda se muze porouchat s pravdépodobnosti p.
Presnéji feceno porucha znamend, ze skrz ni netece proud. Poruchy soucastek jsou na sobé
nezavislé. Jaka je pravdépodobnost, ze stéle potece proud mezi dvéma puntiky.

(a) (b)

—H H

()

Resent: @



Kapitola

Tahak

2.1 Pravdépodobnostni prostor

Definice. Pravdépodobnostni prostor je trojice (2, F,Pr), kde

1. Q je mnozina elementarnich jevﬁ (sample space) (je to mnoZina)

—

2. F C P(Q) je prostor jevu (event space) (je to mnozma podmnozin ), jednotlivé prvky F

™ '\ An‘ nazyvame jevy) F je o-algebra, tedy must platit: j. 2. ¢ i%U? TMY g;}

(a) 0 € F a zdiroveri Q € F (celd mnoZina elementdrnich jevi je jev)

ta GB T
_) Py (b) Ae F=(Q\ A) eF (prostor jevi je uzavieny na doplriky)

-QE.w\- \gvb (¢c) (VneN: A, € F) = (UnenAn) € F (prostor jevi je uzavieny na spocetnd sjednocent,
pozndmka miZe se stat, Ze A1 # As = Az = - - -, specielné tedy je uzavreny i na véechna
konecnd sjednocent)

3. Pr je funkce Pr: F — [0, 1] je pravdépodobnost jevu z prostoru jevi, must spliiovat:

(a) Pr[0] =0 a zdrovern Pr[Q] =1
L B
(b) Pr je spocetné aditivni, tedy pro kaZdou I C N a kazdou posloupnost jevi (A;)

jsou po dvou disjunktnd (tedy Vi,j € I:1# j= A; # A;) plati:

jer které

Z A;C\Afﬂ/ (4

(tedy Pr je pravdépodobnostni mira)

2.2 Podminéna pravdépodobnost

Definice. Necht (Q, F,Pr) je pravdépodobnostni prostor. Necht A, B € F a navic Pr[B] > 0. Pak
definujeme podminénou pravdépodobnost

Pr[An B

PrA| Bl =~
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2.3 Bayesova véta

Véta 1. Necht (2, F,Pr) je pravdépodobnostni prostor. Necht By, Bs,... € F je rozklad Q (na
spocetné mnoho mnozin). Nech A € F a navic plati Pr[A] > 0 a navic Pr[B;] > 0 pro kazdé i. Pak

Pr[A | B)] Pr(B;]

Pr(B;| Al = >, Pr[A | B;| Pr[B]

2.4 Nezavislé jevy

Definice. Necht (Q,F,Pr) je pravdépodobnosini prostor. Nechf A, B € F jsou dva jevy. Pak
rekneme, Ze A, B jsou nezavislé jevy, pokud plati:

Pr[A N B] = Pr[A] Pr[B]
(také se dd wict Pr[A | B] = Pr[A] pokud Pr[B] > 0).
.\



Kapitola 3
Reseni

3.1 Cviceni

1. Uvodni informace:
(a) Slysite mé vsichni dobie?
(b) Literatura.
> \ v dﬂvctl__g
Re3eni: TODO 8\ g% 8 prar -
(¢) Pravidla zapoctu (domaéci tikoly).

Reseni: TODO 41 Dl} ‘o[&Q,;_qQG_‘ ‘j@!&*gg.(m'ﬁm"a\ y
Akl et
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2. Jak se generuje ndhoda programem.
m—————
e Python3 Reseni:
# htips://docs.python.org/3/1ibrary/random. html

# NepouZivejte pro 3ifrovdnt!
import random
.—_———__—--’-——

# htips://docs.python.org/3/library/itertools.html
import itertools
.'_‘-_—___—-‘—‘-\

# Generuj ndhodné celé &islo 1 <= z <= 10 (tedy z= in range(1, 11))
x = random.randint (1, 10)
print(x)

# Generuj ndhodny prvek dané neprdzdné posloupnosti.
drink = random.choice([

"svétlé pivo",

"tmavé pivo",

"slivovice",

"bilé vino",

"Cervené vino",

"caj",

D
print (drink)
L Ly L

# Vysledek 'B' je tTikrdt pravdépodobnéjsi nez 'A'.
print(random.choice(['A', 'B', 'B', 'B']))

# Vrdti list k ndhodniych prvki z dané sekvence s danymi vdhami

# (cum_weights jsou trochu rychlej3i).

# htips://docs.python.org/3/1ibrary/random. html#random. chotices

print(random.choices(['A', 'B', 'C'], weights=[1/6, 1/6, 2/3], k=5))
t I

# Nahodnd permutace (mént primo dany list).

my_list = ['a', 'b', 'c', 'd']

random.shuffle(my_list)

print (my_list)

L Y
# Vybere dva prvky dané posloupnosti, ve vysledku se nebudou opakovat
# pozice. Pokud se prvky opakuji, tak se mohou wve vysledku opakovat.

print(random.sample(['w', 'x', 'y', 'z'], k=2)) # two distinct letters
print(random.sample(['w', 'x', 'y', 'x'], k=2)) # 'z' can repeat
- 3 —2

S‘j;.Pro pTesné politant (vraci tterable):
print(list(itertools.permutations(E}, 2, 31)))

print(list(itertools.combinations('AEtD', 2)))

print(list(itertools.combinations_with_replacement('ABCD', 2)))

: AN IR CRA .-

# MiZe se hodit scipy: sudo apt-get install python3-scipy

scipy.special.comb(n, k, exact=True) # vrdti n nad k

e C++ Reseni:

std::default_random_engine generator;
std::uniform_int_distribution<int> distribution(0, 9);
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e R Resent:

X <= "hello"

11



w "svétlé pivo",
M .
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3. Pripomeite si definici pravdépodobnostniho prostoru (Deﬁnice. Urcete, co
je
e mnozina elementdrnich jevi (sample space), tedy mnozina ),
e prostor jevi (event space), tedy mnozina F C P(Q),
e pravdépodobnost (probability), tedy funkce Pr: F — [0, 1]
pro nasledujici piiklady:

(a) Hod spravedlivou alkoholovou trojhrannou tuzkou (neni to kostka kvili po-

pisu prostoru jevi): Q A
Y
1

1 [
N J(,\
ThF
"slivovice",

; i

Reseni: V pocitaci ndm staci predchozi kéd (pseudondhodné ¢islo vs ndhodné éislo).
Fyzicky muzeme generovat pomoci hodu trojhrannou tuzkou, kterd m& znacky na
sténédch (a zarucené nemuze padnout nastojato).

import random
\ drink = random.choice([

"tmavé pivo",

e Mnozina elementdrnich jevu £ = {svétlé pivo, tmavé pivo, slivovice}
)

——
e Prostor jevit F = P(Q), tedy |F| = 2/ = 23:

|
0,

{svétlé pivo},

{tmavé pivo},
{slivovice},

{svétlé pivo, tmavé pivo},
{svétlé pivo, slivovice},
{tmavé pivo, slivovice},

{svétlé pivo, tmavé pivo, slivovice}

}

e Pravdépodobnost

f Pl =0 ~n dt;f
_gz . gy Pr[{sveétlé pivo}] = 1/3
o(m =\ &_ Pr[{tmavé pivo}] =1/3
A R & C s Pr[{slivovice}] = 1/3
MR w‘w“ PR U B A Pr[{svétlé pivo, tmavé pivo}] = 2/3
QQQ S A QV@S}— '5’{ Pr[{svétlé pivo, slivovice}| = 2/3

=N . ?n‘i“\l 2\ Pr[{tmave pivo, shvovme}] =2 /3

Pr[{svétlé pivo, tmavé pivo, shvov1ce} = N 6(44 .

Vétsinou ale nepopisujeme jev jako podmnozinu elementérnich jevu, ale néjak lid-
5 .\ sky:
= 7 3
433_X Le Pr[néjaké pivo] = Pr[svétlé pivo V tmavé pivo] = Pr[{svétlé pivo, tmavé pivo}] = 2/3

- ) o =
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Pr[ne pivo] = Pr[{slivovice}] = 1 — Pr[{svétlé pivo, tmavé pivo}] = 1/3
—————
C

— —
(b) Uniformné nahodné é&islo z intervalu [0, 1).
import random
print (random.random())
) Q _ i( \ Reseni: V pocitaci ndm funkce random.random vrati float z, ktery je piesné reprezen-
dt\ UM tovatelny, plati 0.0 < z < 1.0 a zaroveii z je celoéiselny nasobek 2753, To ale znamens,

‘Z-* g—g \4Ze nikdy nedostaneme 0.05954861408025609 i kdyz to je ¢islo pfesné reprezentovatelné

jako python float. MuzZeme generovat i vicebitova ¢isla, ale vzdy to bude ¢islo! A to

;f'( je dobfe, vétsina redlnych ¢isel nejde reprezentovat koneénou posloupnosti symbola
(pozor, v/2 jde reprezentovat jako kofen polynomu, ale i tieba 1/7 jde reprezentovat

tb ’\\ napiiklad algoritmem, ktery ho pocitd).
! Jak bychom fyzikdlné generovali uniformné ndhodné ¢islo z intervalu [0, 1)? Uniformné
'—\VO nahodné znamend, ze kazdé Cislo bude stejné pravdépodobné. Hod Sipkou na interval
Q m4é nevyhodu, Ze bud budou konce intervalu méné pravdépodobné nez prostiedek nebo

ter¢ s jednim vyznacenym polomérem, ktery bude kruh, pfipevnit jeho stfed k vrtacce,
rozto¢it a hodit sipku (tak abychom netrefili stied, ale urcité trefili kruh). Pak ndhodné
(_? ¢islo x € [0,1) bude thel ktery svird v ¢ny polomér a naSe Sipka déleny 2.

/’\ /(\ /){\ /J\ se nam muze stat ze hodime Sipku mimo interval (nejspis oboji). Muzeme ale udélat

e Muzete namitnout, ze Sipka nevybere pfesné bod, ze terc je tvoren atomy a tedy je
také z néjakého pohledu diskrétni. Asi ano, ale ja netikal, ze realnd Cisla existuji. Pro
predstavu atom muze mit polomér okolo 10~1%m, tedy na délce 1m jich vedle sebe
vyskldddme zhruba 10'7. Srovnejte s presnosti 27°2 ~ 10716, tedy pokud bychom
vysledek random.random() brali jako pozici v melf%g pak méame presnost zhruba

na dvé miliontiny atomu. !e P P C
N oA . oM
S s - )
ow elementdrnich jevi (sample space), tedy mnozina Q = [0, 1)
'\'- -On e prostor jevi (event space), tedy mnozina F C P(£2
?"&‘k - % p J ( /4 )7 y Z = )

Napied se zeptejme, jestli by nemohlo platit, ze F = P(Q2). Asi bychom chtéli
nésledujici vlastnosti: -—_—

o | — — pokud A € Fjei 1, pak Pr[4] je rovna délce A

pokud A € Fanavicz+ A= {z+a]|ae€ A} CQ pro n&aké redlné ¢islo z,

N <9 7 pak Pr[A] = Pr[z + AJ.
&w—@ — kazdd podmnozina  mé ptifazenou né&jakou pravdépodﬁnost
'S’;\Q‘"’ Ale to nejde, protoze ne kazdd mnozina méd miru (tady :Er odpovida takzvané
< a pravdépodobnostni mife — mira celého prostoru je rovna jedné). Nejzndméjsim
@3" V)Q,,BN" piikladem je https://en.wikipedia.org/wiki/Banach’E2%80%93Tarski_paradox,

' Q Hezké video: https://www.youtube.com/watch?v=s86-Z-CbaHA|
-~
% Nase feseni: F je mnozina Lebesgueovsky méfitelnych podmnozin ).
e pravdépodobnost (probability), tedy funkce Pr: F — [0, 1] je Lebesgueova mira.

Pokud jste neslyseli o tom, co je to mira, tak se nelekejte. Dobré k zapamatovani:

e Pravdépodobnost je ¢islo mezi nulou a-jednickou (obecnd mira celého prostoru
nemus{ byt rovna jedné, ale nés zajima pravdépodobnostni mira).
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e “Nic se nestane” m4 pravdépodobnost nula — Pr[()] = 0 (tedy specielné @) je méFitelna).

e “Néco se stane” ma pravdépodobnost jedna — Pr[Q2] = 1 (tedy specielné 2 je

\méfit elnd). L _—
e “Stane se A” mé pravdépodobnost 1-“Nestane se A” — Pr[A] =1—Pr[Q\ A] (tedy
pokud je A méfitelnd, pak je i jeji doplnék méfitelny).

e Pr[Na kostce padne jedna tecka nebo dvé tecky] = Pr[padne jedna tecka]+Pr[padnou dvé tecky]
— pravdépodobnost sjednoceni disjunktnich mnozin je rovna souc¢tu jejich pravdépodobnosti
(plati také pro spocetné mnoho disjunktnich mnozin a navic sjednoceni spocetné

O mnoha disjunktnich méfitelnych mnozin je taky méfitelné)

\L e [ebesgueova mira jedn(_)l_lgﬁdu_jf_nm%(tedy ze spocetného disjunktniho sjed-

nocen{ mame ze pravdépodobnost ze uniformné ndhodné realné ¢islo z intervalu
,1) je raciondlni je nulovd).

ozor na to, ze sice plati Pr[{0.1}] = 0, ale to neznamend, Ze jev Ze padne 0.1 je
nemozny (akorat velice velice nepravdépodobny). Naopak pokud je jev nemozny

-
QLM o "
N Pr[na Sestisténné kostce padne sedm|, pak je jeho pravdépodobnost nulova.
. L— “B/\ O
xjrh e Usecka v [0,1] x [0,1] € R? m4 Lebesgueovu miru nula.

Takze ty definice, které vam pfijdou divné jsou tam kvuli teorii miry (piipadné pozdéji

kvuli teorii integrélu).
Pozor na to, ze ne kazda pravdépodobnost je Lebesgueova mira, muzeme uvazovat

napiiklad Q@ = [0,1), F jsou Lebesgueovsky méfitelné, Pr kterd Pr[{0.1}] = 1/2 a
Pr[A] = AM(A)/2 + 1/2 pokud 0.1 € A a Pr[A] = A(A)/2 jinak (kde A(A) znaci Lebes-
gueovu miru mnoziny A).

Nékdy také mluvime o pravdépodobnostni distribuci, zatim to muzete brat jako syno-
nymum k pravdépodobnosti.

- @ u ey e
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4. Dokazte, ze Pr[A U B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[AN B].
—
Reseni: Predpoklddejme, ze plati AN B, AU B,A,B €] " jinak by vyraz nahofe nemél
smysl). Z definice pravdépodobnostniho prostoru (Deﬁnlce 2.1) mame spocetnou aditivitu
pro disjunktni jevy. Rozdélime tedy A U B na disjunktn{ mnoiiny:

tedy mdme AU B = C; Uy U C3 a zdroven C; N C;j = () pro kazdé dve 1 <i < j < 3. Dle
spocetné aditivity muzeme psat:
QL
Pr[AU B = Pr[Cy U Cy U Cj] d"’%""‘" ®
m
= PI‘[Cl] + PI‘[CQ] + PI‘[C3]
(W .

v

&)

Maéme také:

A=CoUC = (A\ B)U(ANB)
B=C3UC;=(B\A)U(ANDB)

———

—~

takZe muzeme psat:

Pr[A U B] = Pr[C;] + Pr[Cs] + Pr[C5) “~\
= Pr[C1] + Pr[Cs] 4 2 Pr[C5] — Pr[C3]

(PI‘LCl] + PI‘[Cg]) + (PI‘[CQ] + PI‘ Cg ) PI‘ 03

= (PrfA]) + (Pr[ DA PriCH] é/

= Pr[A] 4+ Pr[B] — Pr[AN B]

coz jsme chtéli dokazat.




16 KAPITOLA 3. RESENI

5. Zopakujte si zakladni kombinatoriku:
e Kolik je riuznych permutaci mnoziny {A, B,C}?
Reseni: 3!=3-2-1, obecné n! pokud mame n rozlisitelnych prvki
.f

import itertools

permutations = list(itertools.permutations(['A', 'B', 'C']))
print (f'There are {len(permutations)} permutations: {permutations}')

# There are 6 permutations:
# [c'a', '', 'C'),
# (IAI ICI IBI)
# (IB!, IA!, IC!)’
# (IBI’ ICI, IAI)’
(ICI IAI IBI)
(ICI IBI IAI)]

I

e Kolik raznych slov skladajicich se z pismen {A, B} ma délku 3?
Reseni: 2% =8, obecné n” kde n je pocet pismen, r délka slova

import itertools

all_words = list(itertools.product('AB', repeat=3))
print (f'There are {len(all_words)} words: {all_words}')

# There are 8 words:
# o [CA', 'A', A1),
# ('A', '4', 'B'),
# ('A', 'B'", 'A"),
# ('4', 'B', 'B'),
# ('B', 'A', 'A'),
# ('B', 'A', 'B'),
# ('B', 'B', 'A'),
('B', 'B', 'B')]

H*

e Kolik riznych podmnozin mnoziny {A, B,C, D, E} m& velikost 37
Regen{: (:“L) = r!(:ir)! = (g) =10

import itertools

all_subsets = list(itertools.combinations('ABCDE', 3))
print (f'There are {len(all_subsets)} subsets: {all_subsets}')

# There are 10 subsets:
# [c'a', 'B', 'C'),
# ('A'", 'B', 'D'),
# ('A', 'B", 'E'),
# (4, 'c', D),
# ('a', 'c', 'E'),
# ('A'", 'D', 'E'),
# ('B', 'Cc', 'D'"),
# ('B', 'Cc', 'E'),
# ('B', 'D', 'E'),
# c'e', 'n', 'E')]
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e Kolik raznych kombinaci s opakovanim z mnoziny {A, B,C, D, E} velikosti 37

Reseni: !”+:_1) kde n = 5, r = 3. Protoze mame n — 1 svislitek a r hvézdicek a

kédujeme takto: —_—
AAD = % x (1] * |
AA

tedy D
{pocet Alpocet B|pocet C|pocet D|pocet El

kde kazdy pocet je reprezentovan po¢tem hvézdicek a vybirdme které z n+r—1 symbolu

budou hvézdicky. —, Rl
n Qﬁﬂ"

import itertools

sorted_sequences = list(itertools.combinations_with_replacement('ABCDE', r=3))
print (f'There are {len(sorted_sequences)} sorted sequences: {sorted_sequences}')

# There are 35 sorted sequences:

# [car, '4', 'a'), ('A', 'A', 'B'), ('A', 'A', 'C'),
# ('a', 'A', 'D'), ('A', 'A', 'E'), ('A', 'B', 'B'),
# ('4', 'B', 'C'), ('A', 'B', 'D'), ('A', 'B', 'E'),
# ('a', 'c', 'c'), ('A', 'C', 'D'), (A", 'C', 'E'),
# ('a', 'D', 'D'), ('A', 'D', 'E'), ('A', 'E', 'E'),
# ('B', 'B', 'B'), ('B', 'B', 'C'), ('B', 'B', 'D'),
# ('B', 'B', 'E'), ('B', 'C', 'Cc'), ('B', 'C', 'D'),
# ('B', 'c', 'E'), ('B', 'D', 'D'), ('B', 'D', 'E'),
# ('B', 'E', 'E'), ('C', 'Cc', 'C'), ('c', 'C', 'D'),
# ('c', 'c', 'E'), ('C’, 'D', 'D'), ('C', 'D', 'E'),
# (rc', 'E', 'E'), ('D', 'D', 'D'), ('D', 'D', 'E'),
# ('n', 'E', 'E'), ('E', 'E', 'E')]
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6. Jaka je pravdépodobnost, ze pii hodu Sesti rozliSitelnych spravedlivych Sestisténnych
kostek padnou aspoi na tiech kostkach aspon tr1‘7 Jaky je mnozina elementarnich
jevu, prostor jevu a pravdépodobnost?

Reseni

e Mnozina elementdrnich jevu je Q = {1,2,3,4,5,6}6 = {111111,111112,...,666666},
tedy |Q| = 6° = 46656. -— — -——

e Prostor jevi je F = P(Q), tedy | F| = 246656
e Pravdépodobnost Pr[{abcdef}] = 1/6° pro libovolnd a, b, c,d, e, f € {1,2,3,4,5,6}.
s

Jak takovy priklad fesit? Uvédomit si pfesné o ¢em mluvime, pak zkusit premyslet o jed-
nodussich jevech.

e Na Jedne kostce padnou aspon tii s pravdépodobnosti 4/6 = 2/3 (musi padnout 3,4, 5, 6,
tedy nf_gg_d/r;ﬁ_‘l.,j —— — —_—

e Pokud vybereme k kostek, pak pravdépodobnost, ze presné na téchto kostkdch padne
aspon tfi je pfesné[(Q /3)%(1/3)5=* (kostky jsou nezavislé). Kupiikladu pokud vybereme

prvni étyii kostky, pak nas zajima: 'Qm-k@-
Jﬁ.z ) 44 N’EP\
Pr[{ABCDef | A, B,C,D € {3,4,5,6} e, f € {1,2}}] = L= (2/3)"(1/3)° "

¥

e Rozdélime pravdépodobnostni prostor na jevy, kde presné na k kostkach padne ¢islo
aspon tii (tedy méme disjunktni rozklad) a k > 3, tedy pouzijeme definici pravdépodobnosti
a sec¢teme predchozi pro k € {3,4,5,6}:

e Piesné k kostek vybereme ({) zpiisoby.

Pr[aspon na tfech kostkach aspon tfi] = (g) (2/3)3(1/3)63 Q:.. 5

Q +<6)(2/3 (1/3)6-* G=}h

s(D)emraprs a-w
+(g)emrapee 4= 6

> > =0.8998628257887514

B ATy Vg .

Tady jsme vlastné pouzili vétu z prednasky, ze pokud By, By, ....Bss - jsou rozklad
Q (tedy B; # Bj pro i # j a zéroven UB; = (), pakl Pr[A] = >, Pr[A | B;] Pr[B;]/ Kde
jev A je Ze na aspon tfech kostkach padne aspon ti1. Jev B; je ze na presné urtenych
kostkdch padne aspon tﬁl (tedy jevy Bj, Bj jsou opravdu disjunktni). Konkrétné 22
zapsané binarné je 010 10 pak jev, Bos je jev Ze na druhé, ¢tvrté a paté kostce padlo
¢islo aspon tfi. Pak Pr[A | B,] = 1,ml(id x ma v bindrnim zépisu aspoi tii jednicky
a Pr[A | B,] = 0 jinak. Uz jsme spocitali, ze Pr[B,] = (2/3)¥(1/3)¢~* pokud z ma v

binarnim zapisu k jednicek.

Pomoci programu:
import itertools
import scipy.special
import random
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# Presny vysledek pomoci kombinatoriky:
def p(k):
el
" Probability that there are exzactly k out of 6 dice with at least 3. """
return scipy.special.coz%ﬁ, k, exactr True)q ((2/3)**1{& ((1/3)**(6-k))
NCANUAS.
exact_computed = sum(p(k) for k in range(3, 7))

print (f'Pfesny vysledek: {exact_computed}') },(’5\*- }‘{LJ\ * }(d + f(‘)

# Presny vysledek spocitany hrubou silou:
def indicator(dice):
"nt Return 1 tf at least three dice have at least 3, otherwise return 0. """
if EBESl for x in dice if x >= 3) >= 3
return 1 -
else:
return O

S 2 = fun‘\'\' .y GGLCCCS
all_outcomes T itertools.product(range(l, 7), repeat=6) \
exact_bruteforce =sum(indicator(d) for d in all_outcomes)} / (6%*6)

_NoFEO)
print (f'Hruba sila: {exact_bruteforce}') -

Ourd, G Ao

# Simulace:

N = 1000 # Number of tries
simulated = sum(indicator (random.choices(range(l, 7), k=6)) for
print(f'Simulace: {simulated}')

in range(N)) / N

N Gl 2

# MoZny vysledek:
# Presny vysledek: ‘9._899862825’7887514
# Hrubd sila: 0.8998628257887518 *%

# Simulace: 0.903 =
—

Porovnejme nase metody:

e Vypocet vzorcem:

- — presny vysledek

\/ — potrebovali jsme kombinatoriku a pfemyslet
P |
~~ — pokud se zmén{ zaddn{, tak feSen{ se zméni celkem dost (an‘a \
T velice rychly vypocet
e Prochazeni vSech moznosti:
o jednodussi vymysleni
< potifebujeme programovat

« + — presny vysledek (lis{ se v poslednich mistech floatu, ddno nepfesnostmi floatové
reprezentace, exact=True nevrac{ nativni float)

;\_'/— pokud se zméni zadani, tak se feSeni skoro nezméni

- - — pokud je mnoZin§ e!ementérm’ch jevu velkd, tak se tento postup nepouzitelny
N
e Simulace:

v - jednoduché vymysleni (skoro jako predchozi pifpad)
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s — pokud se zméni zadéni, tak se feSeni skoro nezméni

— casové slozitost neni linedrn{ ve velikosti mnoZiny elementdrnich jeva (N krat

s~ vybirdme ndhodny prvek Q, coz ¢asto zvladdme v O(log |€?]) krocich)

~ nepiesny vysledek — zavisi na ndhodnych bitech pocitace a poc¢tu pokusu

o budeme potiebovat trochu teorie abychom odhadli jak jist{ si jsme vysledkem
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7. Necht ) jsou vSechny permutace prvnich 100 pfirozenych ¢isel, prostor jevi
jsou vSechny podmnoziny () a kazdy elementarni jev je stejné pravdépodobny.
Oznaéme jev A, Ze ndhodné zvolend permutace m € ) spliuje 7(j) = j (pro
1 <45 <100). Jsou Ay, A, nezavislé jevy?

|

A

Reseni:

e Pocet permutaci v A; je presné 99! (jeden prvek je fixni, zbytek permutujeme), tedy

99! 1

431 = Toor = Too

e Pocet permutaci v Ay N Az je presné 98! (dva prvky jsou fixni, zbytek permutujeme),

tedy R ——
98! 1
P — _
r[Ar 0 4] = 7561 = 9900
—

e Dle definice nezdvislych jevi bychom potiebovali Pr[A;] Pr[4s] = Pr[4; N As] (Defi-
nice , ale to neplati:

BEES

t r
I VRS S 2> AU mma\::»a
= 3900 7 Tooop — L A Pr{4)] 9

Pr[A1 n Ag]

Zamysleme se nad pocitacovym TfeSenim:

import random

# indexzujeme od nuly
def fixed(my_list, j):
return my_list[j] == j

my_list = list(range(100))
N = 100000 < 5

e

A1 =0 _\\
for _ in range(N): v‘"‘l . '
random. shuffle(my_list) Vme\.ﬁk"\“ \.D'\MM\L~ Co

Al += 1 if fixed(my_list, 0) else O
S SN

—\A1 = A1 / N

rint(£'Pr[A_1] = Pr[A_2] = {A1} (= {1/1001)")

A1A2 = 0
for _ in range(N):
random. shuffle(my_list)

A1A2 += 1 if fixed(my_list, 0) and fixed(my_list, 1) else 0
A1A2 = A1A2 / N !

print (f'Pr[A_1 and A_2] = {A1A2} (= {1/9900})")

- Laad =
# MozZny wvysledek: M"‘" B A1 bo
# Pr[A_1] = Pr[A_2] = 0.00993 (= 0.01)
—— ~—
# Pr[A_1 and A_2] = 0.00012 (= 0.00010101010101010101)

—_— e e

e jednoduchd simulace

e potfebujeme vice pokusu, protoze potiebujeme odhadnout s vétsi presnosti (mensi
pravdépodobnost, tak abychom nedostali nulu)



22

KAPITOLA 3. RESENI

e viibec nemuZeme pouzit hrubou silu, nebot 1130! ~ 9.33 - 1017, pro predstavu:

— pocitaé vykond zhruba 10° instrukei za sekundu

— linedrni algoritmus (dals{ permutaci najdeme v jednotkovém case) by trval zhruba
10148 sekund

— stéif vesmiru se odhaduje na 13.787 - 109 let

— jeden rok trvé zhruba - 107 sekund
P —————————————

— staif vesmiru je tedy zhruba 4.34 - 10'7

— tedy linedrni algoritmus ktery by prosel vsechny permutace 100 prvkové mnoziny
by bézel zhruba 10'3! st4#{ vesmiru
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8. Kazdy obdélnik na obrazku je soucéastka, ktera se muze porouchat s pravdépodobnosti p.
Pfesnéji feceno porucha znamend, ze skrz ni netece proud. Poruchy soucastek
jsou na sobé nezavislé. Jaka je pravdépodobnost, Ze stale potece proud mezi

pif, g B3 f- Ty

< (-
= - p
0Q0d> (&) (19 (b)
1) . M!’w'» ‘ ’\ ! h,

o
Qoib‘;x" O,‘ ° .o ?A.\T’ '\, Q'LB

(©)

5 T
\g;
O hel©
a) Jak postupujeme: v2 .;..yQ:_

'b e Jedna soucdstka se neporouchd (tedy je ok, jev O, porouchd jev P) s pravdépodobnosti
Pr[O]=1-Pr[P]=1-p.

e Aby proud tekl, tak vSechny souc¢astky musi byt ok. Tedy nés zajima

PI‘[Ol n 02 n 03]

e 7 nezavislosti jevu P, P, mame i nezévislost jevu O1, Oz (tedy jejich dopliku):

— Chceme: Pr[A N B] = Pr[A] Pr[B] pravé tehdy kdyz Pr[A N B] = Pr[4] Pr[B]
kde A = Q\ A je doplnék

Z minulého pifkladu preusporddéanim dostaneme (pro libovolné jevy)

Pr[A N B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[A U B]

Tedy:

Pr[A N B] = Pr[A] + Pr[B] — Pr]

N
=l

— Pouzijeme ze AUB =ANB

Tedy piSeme:

Pr[ANB] = Pr[A] + Pr[B] — Pr[AU B]
= Pr[4] + Pr[B] — Pr[AN B
=(1—-"Pr[A])+ (1 —Pr[B])— (1 —Pr[ANB])
=1—Pr[A] — Pr[B] + Pr[A] Pr[B] (z nezévislosti A, B)

— Chteli jsme Pr[A N B] = Pr[A] Pr[B] = (1 — Pr[A])(1 — Pr[B]), coz je akorit
jinak napsany predchozi fadek.
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e 7 nezavislosti jevi O1, O2, O3 mame rovnou

PI‘[Ol N 02 n 03} = PI"[Ol] PI‘[OQ} PI‘[Og]
= (1 =Pr[A])(1 = Pr{P])(1 — Pr[P3])
=(1-p)°

(b) Druhy piiklad je podobny, ale potFebujeme aby aspon jedna sou¢dstka fungovala, tedy
chceme

PI‘[Ol U 02 @] 03]

Jako ndpovédu pouzijte pozorovani ze Pr[A U B] = Pr[A] 4+ Pr[B] — Pr[AN B].

Jednodussi postup je, uvédomit si, ze se nemuzou porouchat viechny a pouzit nezavislost,
tedy

PI‘[Ol UuOy U 03] =1- PI‘[Pl NPyN Pg]
=1- PI‘[Pl} PI‘[PQ] PI‘[P3]

(¢) Kombinace myslenek pfedchozich.



